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Mélyséqi bejaras

Gréaf bejards = minden pontot felsorolunk, bejarunk.

Szélességi bejaras (breadth-first-search, BFS) majd lesz BSZ2-bdl, ott
.Széltében” fogunk haladni.

Most mélységben haladunk:

Mélységi bejaras (depth-first-search, DFS, backtrack)

Mélységi bejaras
Moho6 menetelés, addig megylink elére, amig tudunk, csak aztan

fordulunk vissza.
DFS animacié
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https://visualgo.net/en/dfsbfs

Mélységi keresés algoritmusa

G = (V, E) egy iranyitott graf, ahol V = {1,...,n}.
L[v] a v csucs éllistdja (1 < v < n), azaz v szomszédainak listaja.
bejarval1 : n] logikai vektor — jartunk-e mar ott.

procedure DFS(G, v) G bejarasa v-bél inditva
bejarvalv] :=igaz;
for all L[v]-beli w csucsra do
if bejarva[w] ==hamis then
DFS(G,w);
inditunk egy bejarast a kévetkez6 nem bejart csucsbol
end if
end for
end procedure
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Mélységi keresés algoritmusa

procedure DFS-MAIN(G) G minden csucsanak bejarasa
forall v € V do
bejarva[v| :=hamis;
end for
forall v € V do
if bejarva[v] ==hamis then
DFS(G,v);
inditunk egy bejarast a még nem bejart csucsok rész-
grafjaban
end if
end for
end procedure
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Mélységi keresés lépésszama

Legyen a G graf pontszama n, az élszama pedig m.

@ Minden csucsra pontosan egyszer hivjuk meg a DFS(G, v)
eljarast.

@ Ekkor megvizsgdljuk a bel6le kimend 6sszes élet, hogy lehet-e
vele Uj csucsot felfedezni. Azokat is amelyekkel lehet, és azokat is
amelyekkel nem.

» Ellistaval: A szomszédok felsorolasa di(v) 1épés.
» Szomsz. matrixszal: A szomszédok felsorolasa n lépés.

@ Ha a DFS(G, v) véget ér, akkor DFS-MAIN(G) keres Uj
kezdbpontot, ez tdbbszdr is megtdrténhet, de 6sszegezve is O(n)
Iépés.

@ Az Osszes lépésszam:

» Ellistaval: 3°,_, di(v) + O(n) = O(n + m)
» Szomsz. matrixszal: ., n+ O(n) = O(n?)
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Mélységi szamok és befejezési szamok

Definicié (felfedezé élek (

Olyan élek, amiken még nem bejart, Uj csucsokba jutunk.

Definicié (mélységi szdmozas)

A G iranyitott graf csucsainak egy mélységi szamozasa a graf v
csucsahoz azt a sorszamot rendeli, mely megadja, hogy az
DFS-MAIN(G) eljaras soran a csucsok kézil hanyadikként allitottuk
bejarvalv| értékét igaz-ra. A v csucs mélységi szamat mszam|v| jeldli. )

Definicio (befejezési szamozas)

A G iranyitott graf csucsainak egy befejezési szamozasa a graf v
csucsahoz azt a sorszamot rendeli, mely megadja, hogy a csucsok
kézil hanyadikként ért véget az DFS(G, v) hivas. A v csucs befejezesi
szamat bszam|v| jeléli.

o
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Mélységi keresés algoritmusa

procedure DFS-MAIN(G) G minden csucsanak bejarasa
mszamlalé := 0; bszamlalé := 0;
forall v € V do
bejarva[v] :=hamis;
mszédm(v] := 0; bszam[v] := 0;
F:=0 felfedez6 élek halmaza
end for
forall v € V do
if bejarva[v] ==hamis then
DFS(G,v);
end if
end for
end procedure
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Mélységi keresés algoritmusa

procedure DFS(G, v) G bejarasa v-bdl inditva
bejarvalv] :=igaz;
mszamlalé := mszamlalé + 1; mszam[v] := mszamlalo;
for all L[v]-beli w csucsra do
if bejarva[w] ==hamis then

F:=FuU(v,w); uj felfedezo él
DFS(G,w);
end if
end for

bszamlal6 := bszamlalé + 1; bszam[v] := bszamlalo;
Befejeztiik a felderitést v-bol.
end procedure
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Példa

Feltessziik, hogy a szomszédossagi matrixban illetve az éllistaban a
pontok sorrendje az 4bécé szerint van.

mszam[v] bszédm][v]
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DFS erdd

Definicio (felfedezd élek (

Olyan élek, amiken még nem bejart, Uj csucsokba jutunk.

Lemma

Jelblje F azt a grafot, amelynek csucshalmaza V, élei pedig a faélek.
Ha az élek iranyitasatdl eltekintiink, akkor ez egy kérmentes részgraf.

Bizonyités.
Akkor veszlink be egy élet F-be, ha az egyik végpontjat mar bejartuk,

a masikat viszont eddig még nem = igy soha nem alakulhat ki kor
—> kérmentes részgraf O

v

Egy iranyitatlan grafban egy kérmentes graf minden 6sszefliggd
komponense egy fa, ezért a kérmentes iranyitatlan grafok neve: erdd
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DFS erdd

Definicié (DFS erds, DFS fa)

Az elbbb meghatarozott F grafot a G graf egy DFS erdejének
nevezziik. Ha F csak egy komponensbdl all, akkor DFS farol
beszélink.

Megjegyzés

Az F graf élei iranyitottak, de ha az iranyitastol eltekintink, akkor erdé
illetve fa. Egy ilyen faban az élek iranyitasa eqgy gyokeres iranyitott fat
ad. A gydkeér a fa elsbnek bejart csucsa és minden él a korabban
bejart csucsokbol késbbb bejart csticsba mutat.
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DFS erdd

A DFS-MAIN(G) eljaras el6szoér az elsé pontra meghivja a DFS(G, v)
eljarast. Ez bejarja a pontok egy részét (lehet, hogy az 6sszeset). Ha
még nem jart be minden pontot, akkor tovabbi pontokra is meghivja.
Mely pontokat jarja be DFS(G, x)?

Legyen F a G = (V, E) iranyitott graf egy DFS erdeje. Jeldlje Fx a
DFS(G, x) bejaras soran kapott fa csucsainak halmazat, vagyis az x
gyOkerl részfajanak a csucshalmazat. Legyen

sz{yev

Masképpen: Sy azokbol a csucsokbdl all, amikbe van Ut x-bdl, de még
nem jartuk be 6ket eddig (a korabbi DFS(G, v) hivasokkal).

van olyan G-beli x ~ y iranyitott ut, amelyen
a csucsok mélységi szama legalabb mszam[x|

Lemma (részfa lemma)
Tetszbleges x € V csucsra Fx = Sy.
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DFS erdd

Lemma (részfa lemma)
Tetszlleges x € V csucsra Fx = Sy.

Bizonyitéas.
Fx éppen azokbdl a pontokbdl all, amelyek x-bdl faélek mentén
elérhetok. Faélekre mindig né a mélységi szam — Fy C S;.

Forditott irany indirekt: Tegyuk fel, hogy létezik egy y € Sy ami nincs
Fx-ben vagyis nem éri el a bejaras és kordbban se jartuk be.

= Van x — xy — ... = X; — Xj.1 — ... — y Ut. Feltehetjik, hogy
Xj+1 az elsd, ami nincs Fx-ben.

De a DFS(G, x;) is sorra ker(lt, ami viszont elérte x;, 1-€t is, tehat

Xiy1 € =% é

— Nem létezik ilyen y. ./ O
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DFS erdd

Kévetkezmeny

Tegylik fel, hogy a G = (V, E) graf x csucsabol minden pont elérhet6
iranyitott uton. Tegylik fel tovabba, hogy a G mélységi bejarasat x-szel
kezdjiik. Ekkor a DFS erd6 egyetlen fabdl all.

Bizonyitéas.

mszam[x] =1 = Sy =V = =V O
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Elek osztalyozasa

Definicié (élek osztilyozasa)

Tekintsik a G iranyitott graf eqy mélységi bejarasat és a kapott F DFS
erd6t. y leszarmazottja x-nek, ha F-ben van iranyitott x ~ y ut. Ezen
bejaras szerint G egy x — y éle

faél, ha x — y éle F-nek;

ha x — y nem faél, y leszarmazottja x-nek F-ben
esxX#y;
visszaél, ha x leszarmazottja y-nak F-ben (a hurokél is ilyen);

eloreél,

keresztél, ha x ésy nem leszarmazottai egymasnak.
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Elek osztalyozasa

faél eléreél visszaél keresztél ilyen nincs
2,5 4,4 7,9 8,7

x—=y | mszam | bszam |
faél mszadm([x] < mszam[y| | bszdm([x]| > bszam[y]
eléreél mszam[x] < mszam[y] | bszam[x] > bszam][y]

visszaél | mszam[x] > mszaml[y] | bszam[x] < bszam|y]
keresztél | mszam[x] > mszam[y] | bszam[x] > bszam|y]
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Elek osztalyozasa

X—=y | ha az él vizsgalatakor

faél mszam[y] =0

eléreél mszam[x]| < mszam[y]

visszaél mszam[x] > mszam|y] és bszam[y] =0

keresztél mszam[x] > mszam|y] és bszam[y] > O.

A DFS algoritmus kis modositasaval az élek osztalyozasa is
megkaphaté O(n + m) illetve O(n?) lépésben.
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Iranyitatlan grafok mélységi bejarasa

Mélységi keresés ugyanigy.
DFS erd6 komponensei: 6sszefliggd komponensek.

faél visszaél ilyen nincs
2,9 4,7 8,4 9,3

faél «— faél
eloreél, visszaél < visszaél
keresztél: nem létezik
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Mire j6 mindez?

A DFS illetve kisebb-nagyobb mddositasai/valtozatai szamos feladatot
megoldanak. PI:

@ Egy ismeretlen graf minden csucséanak bejarasa.
o Osszefiiggbség elddntése.

o Feszitéfa/feszitderdd eldallitasa.

@ Elérhetb-e x-bdl y iranyitott/iranyitatlan dton?

° ...
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