Nyelvek és automatak 2024

9. R, RE, Rice-tétel
1. Igazolja, hogy ha L rekurzivan felsorolhato, akkor L* is rekurzivan felsorolhatd!

Megoldds: A rekurziv nyelvre vonatkozd megoldassal itt az a baj, hogy ha egy szora M nem &ll meg, akkor
nem lenne lehetéség a kovetkezd felbontast kiprobalni. Ezért a szokésos 1épésszamkorlatos futtatast kell
bevezetni, példaul igy:

¢ =1,2,... esetén nézziik sorban végig az tsszes lehetséges felbontast (csak véges sok van!), mindegyiknél
minden darabon ¢ 1épésig futtassuk az M gépet. Ha valamelyik felbontasnal minden darabot elfogad M ezen
a lépésszamon beliil, akkor M™* alljon meg elfogadé allapotban, kiillénben folytassa az eljarast.

Ekkor, ha w € L*, akkor van olyan felbontds, és olyan £, hogy az adott felbontds minden darabjat az M gép
¢ lépésen beliil elfogadja. Ilyen esetben pedig az M™* megéll elfogadd allapotban.

Ha viszont w & L*, akkor ez az M* nem fog megéllni, és ezért persze nem is fogad el, ami helyes miikodeés.

2. Az L nyelv alljon az olyan Turing-gépek w k6djabol, hogy a w koda Turing-gép egyetlen bemeneten sem all
meg. lgaz-e, hogy L € coRE 7

Megoldds: Az allitas igaz.
L € coRE pontosan akkor teljesiil, ha L € RE, azaz ha van TG, ami L-et ismeri fel. L az olyan w-kbdl all,

amelyek vagy nem TG koédok vagy van hozzajuk olyan s bemenet, amin M, megill. Véizolunk ehhez egy
TG-t, ami lényegében egy megfelel§ s bemenetet keres.

Az M TG egy w bemeneten

e ellendrzi, hogy w egy TG kddja-e. Ha nem, akkor alljon meg elfogadé allapotban.

e A szokott modon sorban generalja az (s,i) szo-lépésszamkorlat parokat és mindegyiknél futtatja az M,
gépet az s bemeneten i lépésig. Ha M,, ekdzben elakad, akkor M &lljon meg elfogadd allapotban. Ha
viszont nem akad el, akkor vegye a kovetkezd part.

Ez az M akkor fog egy TG kodot elfogadni, amikor eljut egy (s,i) parhoz, amire M, (s) megéll i lépésben.
Ha ilyen nincs, akkor M nem 4all meg, Ez utébbi pontosan akkor térténik, ha M, nem all meg egyetlen szén
sem. Tehat L(M) = L és ezért L € coRE

Megjegyzés: itt mér valéban végtelen sok s kozott kell keresni egy megfelel6t, nem lehet egy véges halmazra
megszoritani. Ki kell hasznalnunk a lehet&séget, hogy M-nek nem kell megallnia.

3. Legyen L C {z#y: x,y € {0,1}*} rekurzivan felsorolhat6. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az
Ly ={x € {0,1}*: van olyan y € {0,1}*, hogy z#y € L}

nyelv is rekurzivan felsorolhat6?

Megoldds: Megmutatjuk, hogy Ly € RE. Ehhez egy My TG-t kell vazolni, amire L(My) = Li. Az My gép
egy = bemeneten lényegében olyan y-t keres, amire z#y € L. Ehhez a szokisos modon sorban veszi az (s,7)
sz6-1épésszamkorlat parokat, és egy ilyen parndl az L-et felismerd M gépet az x#s bemeneten futtatja ¢
lépésig. Ha ez alatt M elfogad, akkor M alljon meg elfogadé dllapotban, kiilénben 1épjen a kévetkezd pérra.

Mivel x € L; pontosan akkor teljesiil, ha van olyan y, amire x#y € L, azaz M (z#y) elfogad mondjuk j
lépésben. Amikor a paroknal M elszor ér egy olyan (y,i) parhoz, ahol i > j, akkor M; meg fog 4llni és
elfogad. Ha viszont x &€ L1, akkor nincs x#y, amit M elfogadna, tehat M; nem fog megéllni, azaz ilyenkor
x & L(My). Ezért L(M;) = L.

4. Rekurziv-e az L = {w : w Turing-gép kod és |L(M,,)| = 5} nyelv?
Megoldds: A T nyelvi tulajdonsag itt az, hogy a nyelvnek pontosan 5 szava van, T = {L : |L| = 5}. Ez
nemtrivialis nyelvi tulajdonsag, hiszen pl. Ly = {0F : 0 < k < 4} € T egy pozitiv példa, és mivel L; véges,

ezért regularis, és igy persze Ly € RE. Negativ példanak most is j6 az Lo = () valasztas. A Rice-tételbsl
kovetkezik, hogy L = Lt ¢ R.
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5. Alljon az L nyelv azokbél a w szavakbol, melyekre a w kodu Turing-gép létezik és az altala elfogadott
nyelvben van legalabb egy csupa 0-bél 4ll6 sz6. Igaz-e, hogy ez a nyelv rekurzivan felsorolhat6? Igaz-e, hogy
ez a nyelv rekurziv?

Megoldds: Ahhoz, hogy rekurzivan felsorolhato, egy M TG-t kell vazolni, ami ezt a nyelvet fogadja el, azaz
M lényegében adott w-hez egy olyan 0F szot keres, amire 0F € L(M,,). M egy w bemeneten:

e ellenérzi, hogy w TG kéd-e. Ha nem, akkor M alljon meg elutasitva.

o A (ki) parokon sorba menve M futtatja M,-t a OF szon i lépésig. Ha ez alatt M, elfogad, akkor M

alljon meg elfogadé &llapotban, kiillénben menjen tovabb a kdvetkezd parra.

Ha van 0¥ € L(M,), akkor M, ezt valahany lépésben elfogadja, és ha i legalabb ennyi, akkor M a (ki)
parnal megall elfogadd allapotban. Ha viszont nincs csupa 0 szé az M, nyelvében, akkor M keresése nem
fog megallni, és igy persze nem is fogadja el w-t. Tehat valoban L(M) = L, azaz L € RE.

Annak belatasahoz, hogy L nem rekurziv, vegyiik észre, hogy az, hogy egy nyelv tartalmaz csupa 0-bol allé
sz6t egy nyelvi tulajdonsag, T = {L : 3k,0% € L}. Nem trivialis, mert pl. L; = {0,1}* € RE egy pozitiv,
mig Lo = () € RE egy negativ példa. Ezért L = Ly a Rice-tétel miatt nem rekurziv.

6. Alljon az L nyelv az olyan Turing-gépek kodjaibol, amelyek csak paros hosszu szavakat fogadnak el. Igaz-e,
hogy L
a) rekurziv?
b) rekurzivan felsorolhat6?

c¢) co RE-ben van?

Megoldds:

a) Nem igaz. Legyen T = {L : w € L. = |w| péaros }. Ez a nyelvi tulajdonsag nem trivialis, hiszen van
ra pozitiv példa, pl. Ly = {00}, ami valoban RE-ben is van, hiszen egy véges nyelv reguléris, és ezért rekurziv,
ami miatt RE-ben is benne van. (Kozvetleniil sem nehéz megadni hozza egy TG-t.) Negativ példanak jo pl.
az Lo = {0} € RE hasonlé okok miatt.

Megmutatjuk, hogy c) igaz, és ebbdl mar kovetkezik, hogy b) nem igaz, hiszen ha egy nyelv RE-ben és
co RE-ben is benne van, akkor rekurziv is, ami az a) szerint nem teljesiil.

¢) L € coRE pontosan akkor, ha L € RE, azaz van olyan TG, ami az L nyelvet ismeri fel. L elemei a

nem TG kodok és azok a w TG kodok, melyekre M, elfogad legalabb egy paratlan hossza szét is. Az M gép
lényegében egy ilyen paratlan hosszu szot keres. M egy w bemeneten

e ellendrzi, hogy w TG kéd-e. Ha nem, akkor M alljon meg elfogadé allapotban.

e A szokott modon sorban elgéllitja az (s,i) parokat, ahol s paratlan hossza sz6, i = 1,2,.... Az M,
gépet az s szon ¢ lépésig futtatja. Ha ez alatt M, elfogad, akkor M &alljon meg elfogad6 allapotban,
kiilonben vegye a kdvetkezd part.

Ha M, elfogad egy paratlan hossza s szot, akkor, amint M az (s,i) parhoz ér egy megfelels i értékkel, akkor
M elfogadja a w szét. Kiilonben meg, ha nincs ilyen s sz6, akkor M nem all meg. Ezért L(M) = L.

7. Rekurziv-e az L = {w : w Turing-gép kod és L(M,,) = L, } nyelv?
Megoldds: Az, hogy egy nyelv épp az L,, egy nyelvi tulajdonsag, T = {L : L = L,}. Nem trivialis,
hiszen Ly = L, € RE rendelkezik a tulajdonsdggal, mig mondjuk Ly = () € RE nem. Ezért a Rice-tételbsl
kovetkezik, hogy L = Lt & R.
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