Nyelvek és automatak 2024

3. Regularis kifejezés, pumpalési lemma

1. Alljon az L C {a,b}* nyelv azokbdl a szavakbol, melyekben minden a-blokk pératlan hosszi. Adjon L-hez
regularis kifejezést!

Megoldds: A péaratlan hossza blokkok igy irhatok fel: a(aa)*. Amire vigyazni kell, hogy két ilyen blokk kozé
keriiljon legalabb egy b, mert kiilonben 6sszeolvadnak egy paros blokka. Tovabba, hogy a sz6 elején és végén
allhat b is, de lehet a-blokk is. Tehét ez jo lesz: b* (a(aa)* bb*)* (¢ + a(aa)*).

2. A (0+1)*01(0 4+ 1)* 4+ 1*0* regularis kifejezés altal meghatarozott nyelvhez adjon DVA-t!

Megoldds: Kovethetjiik a tanult konstrukeio lépéseit (a végén a kapott automatat determinizalni is kell!),
de mivel a feladat szévege ezt nem kéri, inkdbb gondolkodjunk...

A regularis kifejezés els§ tagja azokat a szavakat irja le, amiben szerepel a 01 részsz6. Ami ebben nem
szerepel az vagy tlres, vagy csak egyféle karakterbdl all, vagy néhany 1-t kovet néhany 0. Ezeket egyiitt leirja
az 1*0* regularis kifejezés. Azaz a feladatban megadott reguléris kifejezéshez tartozo nyelv a {0,1}", amihez
az egyetlen allapotu, §(¢,0) = (g, 1) allapotatmeneti DVA, ahol ¢ a kezd§ és egyben az elfogadé allapot is.

3. Legyen ¥ = {0,1}. Az M véges automata allapotai Q = {1, 2,3}, ezekbdl az 1 a kezddGallapot, F' = {2, 3} az
elfogado allapotok, 6(i,0) =14, §(1,1) =2, §(2,1) =3, 6(3,1) = 1.
(a) Mi az M altal elfogadott nyelv?
(b) Adja meg az R(i, j,0) regularis kifejezéseket!
(c) A tanult eljarast hasznalva adjon meg az L(M) nyelvhez egy regularis kifejezést!

Megoldds: (a) L(M) = az 1-k szama nem oszthaté 3-mal.
(b) R(i,i,0) =e+0, R(i,i+1,0) =1, R(i,i + 2,0) = 0. (Az 6sszeadast mod 3 kell érteni.)
(¢) R(i,75,1) = R(4,5,0) + R(i,1,0)R(1,1,0)*R(1,4,0) = R(3,4,0) + R(i,1,0)0*R(1, j,0), ami egyszertsitve:

i\jl| 1 2 3
1 o* 0*1 0

2 0 |e+0 1

3 10* | 10"1 | 40

R(i,j,2) = R(i,j,1) + R(i,2,1)R(2,2,1)*R(2,7,1) = R(4,4,1) + R(3,2,1)0*R(2,7,1), ami egyszertsitések

utan:
) \j 1 2 3
1 0* 0*10* 0*10*1
2 1] o* 0*1
3 10* | 10*10* | e + 0+ 10*10*1

R(i,j,3) = R(i J,2) + R(i,3,2)R(3,3 2) R(3,7,2) = R(i,7,2) + R(4,3,2)(0 + 10*10*1)*R(3, j, 2), amibdl
a nyelv R(1,2,3) + R(1,3,3) = R(1,2,2) + R( 3,2) + R(1,3,2)(0 + 10*10*1)*(R(3,2,2) + R(3,3,2)) =
0*10* 4 010" 1(o +10%10*1)*(10*10* + ).
4. Az L = {ab™ : n > 1} U {baba} nyelvnél a pumpélési lemmat valaki a z = baba szora akarja hasznalni.
(a) A z sz6 pumpaltjai benne lesznek-e a nyelvben?
(b) Kovetkezik-e ebbdl hogy L reguléris vagy az, hogy L nem regularis?
(c) Regularis-e az L nyelv?

Megoldds:
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(a) Nem, mivel ezek b-vel kezdddnek és kiilonboznek a nyelv egyetlen ilyen szavatol, a baba-tol.

(b) Ebb&l semmi nem kovetkezik, hiszen lehet, hogy a p pumpalasi hossza p > 4, és akkor errdl a szoérol
nem is szél a pumpaléasi lemma.

(c) A nyelv regularis, mivel L = Ly(La — L3) U Ly, ahol L; = {a} regularis (pl. mert véges), Ly = b*
reguléris, Ly = {e} regularis. Ly = {baba} regularis (pl. mert véges), és a regularis nyelvek zartak az itt
hasznalt miveletekre (konkatenélas, kiilonbség, unio), tehat az eredményiil kapott L is regularis.

Megjegyzés: Egy determinisztikus véges automatat sem nehéz mutatni ra.
5. Legyen L C {a,b}* a palindromok nyelve. Valaki ebbdl a z = abPa szot valasztotta pumpalasra, ahol p a
pumpalési hossz.
(a) A z sz6 pumpaltjai benne lesznek-e a nyelvben?
(b) Kovetkezik-e ebbdl hogy L reguléris vagy az, hogy L nem regularis?

(c) Regularis-e az L nyelv?

Megoldas:
(a) Legyen a felosztas z = uvw. A pumpélasi lemma feltétele szerint |uv| < p.

Ha a pumpalt rész v = ab’, akkor a pumpéltak (ab?)*bP~*a alaktak. Ha k > 1, akkor a sz6 elsG b-blokkjanak
hossza t < p, mig az utols6 b-blokkjanak hossza p # t, tehat ez nem palindrom. A k = 0 esetben a pumpéalas
eredménye b’~'a, és mivel p —t > 1 ez sem palindrom. Azaz ebben az esetben mindig (k # 1 esetén)
kikeriiliink a nyelvbdl.

Ha a pumpélt szakasz csupa b-bél all, v = b! akkor viszont a sz6 minden k esetén palindrom marad, ilyenkor
tehat a pumpéalas soran benne marad a nyelvben.

(b) Mivel a szonak volt olyan felosztasa, aminél a pumpalas nem vezet ki a nyelvbdl, ezzel nem jutottunk
aellentmondasra. Abbol pedig, hogy egy sz6bdol nem jutunk ellentmondasra még semmi sem kovetkezik.
(Masként kellett volna valasztanil!)

(¢) A nyelv nem reguléris. A pmpéalési lemma alkalmazasadhoz valasszuk az el6z6 helyett pl. a z = aPba?
szo6t. Ennek minden, a pumpélasi lemma szerinti z = uvw felosztasdban v = af, ahol 1 < t < p. Ekkor
pl. k = 2 esetén a sz6 uvvw = aPT'ba’ lesz, ami nem palindrom, hiszen a szoéban szereplé egyetlen b nem
koézépen van.

6. A pumpalési lemma segitségével igazolja, hogy az alabbi nyelvek nem regularisak!

(a) Ly ={a™":1 <m <n<2m}

(b) Ly = {a'v/cF :i > j >0, k> 0}

(c) Lo = {0™ :n > 1}

(d) Lqy = {0P : p primszam }

(e) Le{(ab)™(ba)” : n > 0}

Megoldas:

(a) Tegytik fel, hogy a nyelv reguléaris. Ekkor igaz ra4 a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalasi hossz. Véalasszuk pl. a z = aPbP szot. Erre z € L, és |z| = 2p > p teljesiil. Ahhoz, hogy
ellentmondéasra jussunk, azt kell megmutatni, hogy ennek minden z = wvw felosztasahoz, ahol |uv| < p és
|v| > 0 van olyan k > 0 szdm, amire uv*w & L,.

Minden ilyen felosztasban |uv| < p miatt v csak a betiikbél all, v = a’ ahol 0 < ¢t < p. Ezért pl. k = 2
esetén uv’w = aPToP & L,, hiszen m = p +t > p, n = p, és igy nem teljesiil, hogy m < n.
Tehét erre az Ly-beli széra nem teljesiil a pumpalési lemma, a nyelv nem regularis.

(b) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpalési lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpéléasi hossz. Vélasszuk pl. a z = aPbP~'cP~! sz6t. Erre z € Ly és |z| = 3p — 2 > p teljesiil. Azt kell
megmutatni, hogy ennek minden z = wvw felosztasahoz, ahol |uv| < p és [v| > 0 van olyan k > 0 szam,
amire uvFw ¢ L.

Minden ilyen felosztdsban, |uv| < p miatt, v csak a bettikbél 4ll, v = a ahol 0 < t < p. Legyen most k = 0.
Ekkor uv%w = aP~*bP~1cP~! ami nincs Ly-ben, hiszen p —t < p — 1.
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Tehét erre az Ly-beli széra nem teljesiil a pumpalasi lemma, a nyelv nem regularis.

(c) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalasi hossz. Ha ez kisebb, mint 2, akkor legyen p = 2. (Nagyobb szamot mindig valaszthatunk, mint a
tényleges pumpélési hossz. Miért?) Valasszuk pl. a z = 0P sz6t. Erre z € L, és |z| = p! > p teljesiil. Azt
kell megmutatni, hogy ennek minden z = wvw felosztasédhoz, ahol |uv| < p és |v| > 0, van olyan k > 0 szam,
amire uvkw & L.

A v részsz6 csak 0f alaki lehet, ahol 0 < t < p. Ekkor uv?w = 0P'T. Mivel p > 2, ezért p! < pl+t < pl+p <
2p! < (p +1)!, tehat uv?w hossza nem faktorialis, uv?w ¢ L.
Tehét erre az L.-beli széra nem teljesiil a pumpalasi lemma, a nyelv nem reguléris.

(d) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalasi hossz. Véalasszunk egy z = 0" szot, ahol r > p primszam. (Ez lehetséges, mivel végtelen sok
primszam van.)

Erre z € Ly és |z| = r > p teljesiil. Azt kell megmutatni, hogy ennek minden z = uvw felosztasahoz, ahol
luv| < p és |v| > 0 van olyan k > 0 szam, amire uv*w ¢ Lg.

A v részsz6 csak 0f alaku lehet, 0 < ¢t < p. Most a k = 2 nem biztos, hogy segit, hiszen lehet, hogy r + ¢
primszam. De ha a k = r + 1 esetet nézziik, akkor uvfw = 0"+* =Dt aminek hossza r + (k—Dt=r+rt=
7(t + 1) biztos nem prim. Ezért az uv™ 1w = 0"+ & L.

Tehét erre az Lg-beli széra nem teljesiil a pumpalési lemma, a nyelv nem regularis.

(e) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpalasi hossz. Valasszuk a z = (ab)P(ba)?P szot.
Erre z € L¢ és |z| = 4p > p teljesiil. Azt kell megmutatni, hogy ennek minden z = uvw felosztasédhoz, ahol
|uv| < p és |v] > 0 van olyan k > 0 szam, amire uvfw & L..
Vegyiik észre, hogy L. minden nem iires szavaban a bb egyetlen helyen, kézépen fordul els, mint résszszo
(egy 4n hosszu szoban a (2n,2n + 1) helyeken). Mivel a pumpélandé v rész ez elé esik, ezért pl. k = 2-re ez
a bb részszo kozéprol hatrébb tolodik (Ju| =t > 1 esetén |uvvw| = 4n+t, és abb helye a (2n+¢,2n+t+1),
nem pedig ahogy lennie kellene a (2n +¢/2,2n +t/2 + 1), tehat kikeriiliink a nyelvbdl.

Megjegyzés: az észrevétel nélkil esetszétvalasztassal is megoldhattuk volna.

7. Legyen ¥ = {0,1}. A pumpalasi lemma segitségével igazolja, hogy az alabbi nyelvek nem regularisak!
(a) Lg = {s € ¥*: van olyan x,y € ¥*, hogy |z| = |y| és s = 20y}.
(b) Ly = {s € ¥* : van olyan = € ¥*, hogy s = zx}.

Megoldas:

(a) Tegytik fel, hogy a nyelv reguléaris. Ekkor igaz r4 a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpaélasi hossz. Mivel a nyelv azokbol a szavakbol all, amiknek a kézepén nulla van, célszerd olyan szot
valasztani, amin pumpéalas utan kénnyen latszik, hogy a kézépsd karakter tovabbra is nulla vagy nem nulla.

Valasszuk pl. a z = 1P01P sz6t. Ez persze benne van a nyelvben, és a hossza 2p + 1 > p. A pumpélasi
lemma szerinti felosztdsoknal a v rész a sz6 elején levs 1-k koziil tartalmaz néhanyat, legyen v = 1%, ahol a
feltételek szerint 0 < t < p. Ezért pl. a k = 2 esetben az uv?w = 1P101P széban az egyetlen nulla mar nem
kozépen lesz, ezért ez a sz6 nincs az L, nyelvben, ami ellentmond a pumpalési lemménak. Tehat a nyelv
nem reguléris.

(b) Tegyiik fel, hogy a nyelv regularis. Ekkor igaz ra a pumpalasi lemma, legyen p > 0 az ebbdl adodo
pumpaélasi hossz. Itt is hasonlé 6tlet segit mint az el6bb.

Legyen most a sz6 pl. z = 1P01P0. Ez az x = 1P0 valasztassal z = xx € Ly és |z| =2p+ 2 > p.

A pumpalt v részszé az elsd 1-blokk része lesz. Ha ezt megismételjiik, akkor egy 1PT01P0 alaki szohoz
jutunk. Ez viszont nincs a nyelvben, mert csak két O szerepel benne és az egyik a sz6 végén, igy ha yy
alakban szeretnénk felirni, az y-nak 0-ra kellene végz6dni, de a két 0 el6tt nem ugyanannyi 1 all, tehat a két
rész nem lehet egyforma.

Tehéat nem igaz ra a pumpalasi lemma, a nyelv nem regularis.

(Ha pl. a z = 1?P € L, szot valasztottuk volna, az nem miikédne, mert igaz ugyan, hogy a pumpéalaskor
az eredeti kozepe a szonak ,elcstuszik", de ett6l még a sz6 a nyelvben maradhat. Valéban ez torténik, ha
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olyan felbontast vesziink, amiben a pumpalt v szakasz paros hosszi. Ezért ezzel a z valasztassal nem kapunk
ellentmondast.)

8. Legyen L; = {a™*cF :n > 1,k > 0}, Ly = {b*c™ : k,m > 0} és L = L1 U L. Igazolja, hogy L nem
regularis, Lo regularis, L pumpélhat6 és L nem reguléris!

Megoldds: Lyi nem regularis: Tegyiik fel, hogy regularis. Akkor a metszete a regularis ab*c* nyelvvel is
regularis. Bz viszont az {ab®c? : k > 0} nyelv, amir6l a pumpalasi lemma segitségével megmutatjuk, hogy
nem regularis. Ehhez legyen p > 0 a pumpélasi hossz, és vegyilik a z = abPcP € L sz6t, aminek hosszéara
teljesiil a lemma feltétele, |z| = 2p + 1 > p. Ennek minden, a pumpalasi lemméanak megfelel§ z = uvw
felosztasdban v vagy v = a vagy v = ab’ és 0 < t < p vagy v = b’ alakii, ahol pedig 0 < ¢t < p. Az uv?w
szOban az els6 két esetben két a beti is lesz, a harmadik esetben pedig a b-k szama el fog térni a c-k szamatol,
tehéat valoban minden felosztasra teljesiil, hogy wv?w & L1, és ezért a nyelv nem regularis.

Lo reguléris: ez a b*c* nyelv, tehat regularis.

L pumpéalhaté: ha egy Lo-beli szot vesziink, akkor a pumpaltjai is Lo-ben vannak, tehat L-ben is. Egy
tetsz6leges Li-beli szonal, a pumpalt szakasz alljon egyetlen a betiibdl (tehat pl. v = ¢,v = a, w pedig a
sz0 tovabbi része.) Ekkor a pumpalassal csak az a-k szama véltozik. Ha ez ng (k > 1), akkor a pumpélt
sz0 is Li-ben lesz. A lefelé pumpéalasnal (k = 0) tovabbra is Li-ben marad, ha az eredeti szo6 legalabb 2 db
a-val kezd6dott. Abban az esetben, amikor csak 1 db a van a sz6 elején, a lefelé pumpaléas atvisz az Lo
nyelvbe, tehét ilyenkor is L-ben lesz a pumpélt sz6. Ebbdl latszik, hogy valoban minden L-beli szénak van
olyan felosztasa, ami pumpéalhato.

L nem regularis: Az a, ab, abb, abbb ... szavak paronként megkiilonboztethetSk, hiszen a b* csak a cF-val
kiegészitve lesz L-ben, mas c’-lel kiegészitve nem. Azt meg tudjuk, hogy ha van végtelen sok paronként
megkiilonboztethets szo a nyelvben, akkor a nyelv nem regularis (,végtelen sok allapot kellene”)
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