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A veremautomata a véges automatanak egy olyan kiterjesztése, amikor az
allapotokon kiviil az automata, egy vermet (LIFO tulajdonsdgu tarolét) is hasznal
memoriaként. A veremautomata is elsGsorban nyelvek felismerésére szolgdl, és
mint latni fogjuk, tobbet tud, mint a véges automata.

1. Nemdeterminisztikus veremautomata

A késébbi jelolések egyszeriisitésére, ha ¥ egy dbécé, akkor vezessiik be a
Yo =X U{e}

jelolést.

1. Definicié. A veremautomata (vagy PDA) egy M = (Q,%,T, qo, Zo, F,9)
hetessel irhaté le, ahol

e () egy véges, nem tures halmaz, az automata allapotainak halmaza.
e X egy véges, nem dres halmaz, az automata (bemeneti) dbécéje.

o I egy véges, nem tires halmaz, a verem abécéje vagyis a lehetséges verem-
szimbolumok halmaza.

qo € Q a kezd§ allapot.

Zy € T' a verem kezd6 szimbdluma.

e ' C Q az elfogadd dllapotok halmaza.

0 az dllapotdtmeneti fiiggvény, §(q,a, A) € Q x T, ahol g € Q, a € Xy
és AeTy.



Mivel az allapotatmeneti fliggvény értéke egy halmaz, az itt definidlt verem-
automata nemdeterminisztikus. Hidnyos is lehet, amennyiben 6(q,a, A) =
valamely (g, a, A) helyen.

A veremautomata miikdodése egy adott w € ¥* bemeneten: kezdéskor a PDA
a qo kezd¢ allapotban van, a veremben egyetlen szimbdélum, a Zj taldlhaté. Min-
den lépésben az aktudlis allapot, a w soron kovetkez6 karaktere és a veremben
levé legfels6 szimbdlum alapjan véltozik az allapot és a verem tetejére bera-
kunk egy, a I' karaktereibdl allé véges hosszu sorozatot. Pontosabban, ha az
i-edik 1épés el6tt 7,1 allapotban van az automata, akkor a bemeneti w szébdl 0
vagy 1 karaktert (a; € ¥g) olvas, a verem tetejérél levesz 0 vagy 1 szimbdlumot
(4,1 € Ty). Az dtmeneti fiiggvény &ltal adott 6(r;—1,a;, A;—1) halmaz egy
eleme alapjdn folytatddik a szamitds. Ha ez (r;,t;) € §(ri—1,a;, A;—1), akkor
az automata az r; allapotba keriil és a verem tetejére (az A;_1 helyére) keriil a
t; € I'* szimbdlumsorozat. (Kezdéskor ro = qo, Ag = Zy vagy Ag =€)

Formalisan

2. Definicié. Legyen w = aqas...a,, ahol minden a; € Xy. Az M verem-
automata szamitdsa a w szén egy olyan ro,r1,...,Tm € Q dllapotsorozat és
80,81, --,8m € ['* sorozata a veremtartalmaknak, melyekre teljesiil, hogy

e 79 =qo €s so = Zy,

e minden 1 <1i <m esetén, ha s;_1 = A;_17;_1, ahol A;_1 € Ty, valamint
Ti_1 € I'*, akkor

— (ri,t;) € 0(ri—1,a4, A1) €s

— S; = tTi—1

A definiciéban, és késobb is, a verem tartalmat leird s szét gy kell érteni,
hogy s-ben a verem tartalma feliilrél lefelé szerepel, azaz s els6 karaktere az,
ami a verem tetején van, az utolsé karaktere pedig, ami a verem aljan.

1. Megjegyzés. A véges automatdndl az m a w $z6 n hosszdval volt egyenld.
Itt azonban lehetséges, hogy m > n, mivel eléfordulhatnak olyan lépések, amikor
a veremautomata dtmenetében eqy bemeneti karakter helyett € szerepel, ilyenkor
a veremautomata nem olvas a bemenetril.

Mivel a verembe irt karaktersorozat lehet az tires is, 6(q,a, A) = (¢’,¢)
tipusu atmenetekkel a verem Kkiiiritheté. Amikor {ires a verem, akkor olyan
0(q,a, B) dtmenetet nem lehet alkalmazni, ahol B # . Ha a veremautomata
konfigurdcidjdira bevezetjik a (q,z,s) jelolést, ahol ¢ az aktudlis &llapot, = a
bemenetbdl még hatra leve rész és s a verem tartalma, akkor az i-edik 1épés
leirhaté

(m_l,aiai_,_l e am,Ai_l'ri_l) = (7‘1', Aj41 - am,tﬂi_l)

alakban is. Itt a; lehet €, amikor nem torténik tényleges tovabblépés a beme-
neten. Amikor A;_1 = ¢, akkor a verembdl nem vesziink ki semmit, csak irunk
bele (pontosabban ha ¢; = ¢, akkor a verem nem véltozik, és ténylegesen frunk
bele, ha t; # ¢).



3. Definicié. Azt mondjuk, hogy az M wveremautomata elfogadja a w € ¥*
szot, ha van olyan az ro,--- , 7 € Q dllapotsorozattal és a sg, -+ ,Sm € I'*
veremtartalmak sorozatdval leirhato szamitdsa, hogy v, € F teljestl.

Az elfogadashoz hozzd tartozik, hogy a w sz6 feldolgozasa kozben a szamitds
nem akad el, azaz a veremautomata az utolsé betiit is feldolgozza. Utdna még
végezhet 0(q,¢e, A) tipusi dtmeneteket, csak az kell, hogy kozben érintsen elfo-
gadé allapotot is.

A konfigurdcidk segitségével az elfogadas gy irhaté le, hogy a kezdeti hely-
zetbdl véges sok 1épésben eljuthatunk egy elfogaddba:

(go,w, Zp) = -+ = (q,¢,s) ahol g € F, s € T'* tetszbleges
Ha a szamitas elakad miel6tt egy ilyen konfiguraciéhoz ér, akkor nem elfogado.

4. Definicié. Az M veremautomata dltal elfogadott nyelv azoknak a % feletti
szavaknak o halmaza, melyeket M elfogad. Jele L(M).

1. Példa. A kévetkezd automata az L = {0™1™ : n > 0} nyelvet fogadja el. Az
elv elég egyszerti, a vermet mint eqy szdmldlot haszndljuk: amig O karaktert olva-
sunk, berakunk egy-egy szimbolumot a verembe, az 1 karaktereknél pedig mindig
kivesziink egyet, €s az aktudlis dllapot jelzi, hogy a beird vagy a kivevd fdzisban
vagyunk.

LegyenF = {Z)0}7 Q = {(ZO»(]IaQ%QS} ésM = (Q) {Oa 1}7F7q07Za {%7%}75);
ahol

6:(90,0,2) — {(q1,02)}
(q1,0,¢) = {(q1,0)}
(q1,1,0) = {(g2,¢)}
(22,1,0) = {(g2,¢)}
(02,6, 2) — {(a3.2)}

a tobbi dtmenet esetén § értéke az tres halmaz.
A w = 000111 szdn az automata eqy szdmitdisa a kévetkezd:

(go,000111, Z) = (¢1,00111,07) = (q1,0111,002) = (¢1,111,0007) =
(q2,11,002) = (q2,1,02) = (q2,¢,2Z) = (q3,¢,2)

Tehdt ezt a szot az automata elfogadja.

Nézziik meg dltaldban, hogyan mikodik és miért is jo ez a veremautomata!
Az elsé atmenet szerint, amennyiben az elsd karakter 0, a verem aljat jelolé Z
tetejére rakunk egy 0 karaktert és dtkertlink a q1 dllapotba. Mivel a qy dllapothoz
nincs olyan dtmenetink, ami az 1 karaktert kezelné, ezért ha 1-gyel kezdddik a
sz0, akkor a szamitds elakad, és igy definicié szerint nem lesz elfogads. A ¢
dllapotban minden tovdbbi O karakternél berakunk egy 0-t a verembe. Az elsd



1 érkezésekor vége ennek a fazisnak, dtlépiink gs-be. Innentdl amig 1 karakte-
rek jonnek, addig kivesziink egy-egy 0-t a verembdl. Ha ilyenkor megint egy O
kovetkezik, akkor a szamitds elakad, ezért nem fogadja el a szot.

Ldtszik, hogy egy 0™1™ alakd szon, ha n > 1, az utolso karakter elolvasdsa
utdn a PDA a qo dllapotban lesz, és a veremben ilyenkor csak a Z szimbdlum
marad, tehdt az utolsé dtmenetet haszndlva eljut a qs elfogadd dllapotba. Az
n = 0 esetben a nulla hosszi szamitds elfogado, mert gy € F.

Eqy 0"1% alaki sz6 esetén, amikor n > k > 0, akkor a qo dllapotban nem
lehet az 0sszes 0 karaktert torolni a verembdl, nincs mdd dtkerilni a q3 dllapotba.
Ha viszont n < k, akkor, mivel a verembdl a 0 szimbolumok elfogynak, a szo
vége eldtt dtkerilink a qs dllapotba, ahol a szamitds elakad, és ezért nem lesz
elfogadd.

Azt mar ldttuk, hogy ha a szé nem megfeleld alaki, azaz az elsé karaktere
1, vagy ugyan O karakterrel kezdddik, de néhdny 1 karakter utdn megint O jon,
akkor a szamitdsa elakad, tehdt nem fogadja el a szot.

2. Megjegyzés. A 6(qo,0,7) = {(q1,02)} dtmenet helyett haszndlhattuk volna
a0(qo,0,¢) = {(q1,0)} dtmenetet is, és hasonldan a d(q1,0,¢) = {(q1,0)} helyett
a 0(q1,0,0) = {(¢1,00)} dtmenetet.

A veremautomatékat is lehet gréffal dbrazolni, a nyilakon a szé megfelelé
karakterétdl elvéalasztva jelezziik a veremben torténd véltozast. Az el6z6 példa
ebben a formaban

0;e —» 0 1;0 —» ¢
0;,Z — 02 1;:0 —» ¢ el —7Z

2. Veremautomatak és CF nyelvtanok

Nem nehéz megmutatni, hogy a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok felismerhetck
veremautomataval. Ennél 1ényegesen bonyolultabb a masik irany, hogyan lehet
egy veremautomatabdl kornyezetfiiggetlen nyelvtant késziteni.

1. Tétel. Minden L kérnyezetfiiggetlien nyelvhez van olyan M wveremautomata,
melyre L(M) = L.

Bizonyitds vdzlat: Legyen G = (V, X, S, P) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan ami
generalja az L nyelvet.

Az az oOtlet, hogy a veremben készitjiik a levezetést és amikor ezzel sikeriil
el6allitani a bemeneti sz6 kovetkezé karakterét, akkor ezt a karaktert kivessziik
a veremboOl és a szon is tovabblépilink a kovetkezd karakterre. Ehhez legyen
F'=VUuUXu{Z}, ahol Zy = Z és Q = {qo, ¢, ¢e }, e az elfogadé dllapot.

Elészor a nyelvtan kezdd valtozéjét berakjuk a verembe: §(qo, €, Z) = {(¢,52)}.



A ¢ allapotban, ha a verem tetején a nyelvtan egy A valtozdéja van, akkor
helyettesitsiik ezt egy A-hoz tartozé szabdly jobb oldaldval, azaz 6(q,e, A) az
olyan (g, ) parokbdl 4ll, melyekre a nyelvtanban van A — « szabdly.

Amikor a ¢ allapotban a verem tetején egy a € ¥ karakter all és ez meg-
egyezik a sz6 kovetkezd karakterével, akkor kidobjuk a verembdél. Amennyiben
nem a megfelelé karakter jelenik meg a veremben, akkor a szamitas elakad,
d(q,a,a) ={(g.€)}-

Az elfogadéshoz kell még egy §(q, e, Z) = {(q., Z)} dtmenet, amivel atlépiink
az elfogado dllapotba.

Teljes indukciéval beldthatd, hogy ez a konstrukcié jo. O

Vegyiik észre, hogy a konstrukcié erésen kihasznilja a veremautomata nem-
determinizmusat.

2. Példa. Legyen a nyelvtan S —aTb|b T —aTl |a
Ehhez az elébb vdzolt PDA dtmeneti szabdlyai:

8(q0,¢,2) = {(¢,52)}

(q,¢,5) = {(g,2TD), (¢,b)}
8(q,¢,T) = {(g,aT), (¢,2)}
6(g,a,2) = {(g;e)}
6(g,p,0) = {(g,¢)}

6(q7€7 Z) = {(qe’ )}7

ahol gy a kezdd €s q. az elfogadd dllapot. Ez kéinnyen fel is rajzolhatd:

ﬂ@ E;Z%SZV@(; AR A ,

;8 — alb
S —b
eI — al
T —a
a;a—e
b;b — ¢

Az aaaab szdn egy lehetséges szdmitds:

(qo, aaaab, Z) = (¢, aaaab, SZ) = (¢,aaaab,albZ) = (¢, aaab,TbZ) =
(¢, aaab,aTb”) = (q,aab,TbZ) = (q,aab,aTb”Z) = (q,ab,TbZ) =
(¢,ab,abZ) = (q,b,bZ) = (q,¢,Z) = (qe, €, Z)

A konfigurdcid-sorozatban az aldhizott karakter jelzi, amikor a sz6 soron
kovetkezd karaktere megegyezik a verem tetején levdvel. A tobbi esetben a ve-
rem tetején levd vdltozot helyettesitjik eqy megfeleld nyelvtani szabdly alapjdn,
lényegében egy helyes levezetést szimulalva. Az is ldtszik, hogy ha ilyenkor mdsik
szabdlyt valasztottunk volna, akkor a szamitds nem jutna el sikeresen az elfogado
allapothoz.



2. Tétel. Ha az L nyelvhez van ezt elfogadé veremautomata, akkor az L nyelv
kornyezetfiiggetlen.

Ennek bizonyitasa eléggé Osszetett, ezt itt nem is vazoljuk.

3. Megjegyzés. Mivel egy véges automata felfoghatd veremautomatdnak is (a
verembe soha mem ir és nem is olvas onnan), a reguldris nyelvekhez is van
veremautomata, tehdt van kérnyezetfiiggetlen nyelvtan is.

3. Tétel. Az {a"b"c™ : n > 0} nyelv nem kérnyezetfiggetlen.

Ezt itt nem bizonyitjuk, de intuicidként azt lehet latni, hogy egy veremauto-
mata ugyan el tudja tarolni az a betiiket, de annak ellenérzése sordn, hogy b
betilibol ugyanannyi van, ezek kikeriilnek a verembol és akkor mar nincs mihez
viszonyitani a ¢ betiik szdmét. (Ez persze nagyon messze van egy bizonyitdstol!)

Mig a palindromok nyelve kornyezetfiiggetlen (hogy miikédhet egy jé verem-
automata?), megint csak ,,érezhetd”, hogy az L = {ww : w € ¥*} nyelv nem
az. A problémdt itt az okozza, hogy a verembdl (LIFO) a berakashoz képest
forditott sorrendben érjiik el a szimbdélumokat, a palindromok esetében pont ez
kell, ennél az L nyelvnél pedig az eredeti és nem a forditott sorrendben lenne
sziikségiink a sz6 elsé felére.

3. Determinisztikus veremautomata

Természetesen lehet a veremautomatanak determinisztikus valtozatat is defi-
nidlni, és az alkalmazdsok szempontjabdl ez a hasznosabb véltozat.

A determinisztikus veremautomatidban minden esetben legfeljebb egy 1épési
lehetéség van. (Ez a véges automatdknél haszndlt terminoldgia szerint igazgbdl
a hidnyos automata.) Az e-dtmeneteket ilyenkor is megtartjuk, csak ezek sem
keriilhetnek konfliktusba a ténylegesen olvasé (ird) lépésekkel, tehdt pl. ha van
0(gq,e, A) atmenet, akkor ugyanerre a ¢ édllapotra és A veremtetére egyetlen
a € X karakterre sem lehet a d(q, a, A) dtmenet is definidlva.

Az els6 példa veremautomataja egy determinisztikus veremautomata, de az
a PDA, amit CF nyelvtanbdl definidltunk, nem determinisztikus.

A kovetkez6 eredmény indokolja, hogy veremautomatdnak a nemdetermi-
nisztikus valtozatot hivjuk.

4. Tétel. Van olyan L nyelv, amelyhez létezik M veremautomata, hogy L =
L(M), de nem létezik ilyen determinisztikus veremautomata.

A palindromok nyelve példaul ilyen, de ennek a bizonyitsa nem tul egyszeri.
Ezért helyette egy olyan nyelvet tekintiink, amire a bizonyitas otletes, de nem
tul bonyolult.

5. Tétel. Az L = {a"b" : n > 0} U {a"b?" : n > 0} nyelv kornyezetfiiggetlen,
de nincs hozza determinisztikus veremautomata.



Bizonyitds vdzlat: A nemdeterminizmust kihasznalva nem nehéz az L nyelvhez
veremautomatat késziteni, de pl. az

S—>X|Y X —aXb|e Y —aYbob|e

nyelvtan is mutatja, hogy L kornyezetfiiggetlen.

Tegyiik most fel, hogy van hozza determinisztikus veremautomata. Vegyiink
ebbdl két példanyt, legyenek ezek My és Ms. Definidljuk a kovetkez6 verem-
automatat: az allapotok a két automata allapotai lesznek, a kezdd allapot
az My kezdd &llapota, az elfogaddék My elfogadd allapotai. Az dtmeneteket
valtoztassuk meg tgy, hogy M; eredeti elfogadé allapotaibdl az Gsszes dtmenet
ne Mi-be, hanem M, megfelel6 allapotaiba mutasson. Tovabba ezeknél és az
Ms-beli dtmeneteknél ahol a bemeneti 4bécébdl a b betii szerepelt, azt cseréljiik
le ¢ betiire (az a betii marad).

Nem nehéz latni, hogy ez az automata elfogadja az a™b"c™ alaku szavakat,
hiszen az a”b™ rész utan egy olyan allapotba kell érjen, ami az eredeti M; de-
terminisztikus veremautomaténak elfogadé allapota volt. Innen a konstrukcid
miatt atkeriliink az M, részbe, ami elfogadja, ha c¢™ jon, hiszen M; elfogadn4,
ha b" lenne a folytatds. Masrészt meggondolhatd, hogy semmi mas szét nem
fogad el az 4j PDA, azaz megadtunk egy veremautomatét az {a"b"c” : n > 0}
nyelvhez, ami pedig nem kornyezetfiiggetlen, azaz veremautomata sincs ra. Ez-
zel tehat ellentmondasra jutottunk, nem igaz a feltevés, hogy L-hez van deter-

minisztikus veremautomata.
O

4. Alkalmazas

Bar a determinisztikus veremautomatak az alkalmazasok szempontjabdl nagyon
fontosak, latjuk, hogy ezek a kornyezetfiiggetlen nyelveknek csak egy valédi
részhalmazat képesek felismerni. Ezért altaldban nem elég kornyezetfiiggetlen
nyelvtant haszndlni, célszert egy olyat vélasztani, amihez van determinisztikus
veremautomata. Annak érdekében, hogy egy szé levezetési fija egyszeriibben
generalhaté legyen, tovabbi megkotéseket is szokdas alkalmazni.

Az eddigiek alkalmazédsanak egy fontos teriilete a forditoprogramok készitése.
Egy forditéprogram tébb {6 részre oszthato, bar ezek nem mindig kiiléniilnek el
egymastol.

A lexikai elemzés (tokenizdlds) sordn megtorténik pl. a programozdsi nyelv
kulcsszavainak felismerése (mintaillesztés), a valtozdk, szdmok, mfiveleti je-
lek, stb. azonositdsa. FEzek a feladatok, mint lattuk, véges automatdkkal
elvégezhetok.

A szintaktikai elemzés (szintaxis elemzés) feladata a struktirdk, zardjelezések
(begin — end pérok), aritmetikai, logikai kifejezések, stb. felépitése. Ehhez
hasznalhaté determinisztikus veremautomata, aminek segitségével lényegében
egy levezetési fa (szintaxisfa) késziilhet. Egy nyelv megengedhet CF-bél ki-
vezetd lehetOségeket is, de ezeket kiilon kell kezelni. (Ilyen lehet példdul a



fliggvényhivas, amikor minden alkalommal ugyanannyi, ugyanolyan tipusu pa-
raméterrel kell hivni a fiiggvényt.)

Ez utan kovetkezhet a szemantikai elemzés pl. a tipusok ellenérzése, majd
az optimalizalds és a kod generdlasa.
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