A Szamitastudomany alapjai
1. ZH javitékulcs (2023. 11. 02.)

Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos

részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legyen GG az dbran lathaté graf irdanyitatlan valtozata. Hatarozzuk meg p = 42 mellett a G graf egy
minimalis koltségl feszitéfajanak koltségét. Lehetséges-e egyetlen 10 koltségt él koltségét tgy 7-re
csOkkenteni, hogy az igy kapott koltségfiiggvényre a minimalis koltségl feszitofa koltsége ugyanannyi
maradjon, mint amennyi az eredeti koltségfiiggvény esetén volt?

Az o6ran tanult Kruskal-algoritmus segitségével elkészitiink egy mkffat az
élek bevételérdl novekvo koltség szerint egyenként dontve. Az abra egy ilyen
F fat mutat. Az F ffa a koltsége 42. (7 pont)
Ha a cf él 10-es koltségét 7-re csokkentjiik, akkor a Kruskal-algoritmus
ugyanezt a feszitofat fogja megtalalni, ezért a feladat masodik részének
kérdésére ,igen” a valasz. (3 pont)

2. Legyen G az abran lathaté graf iranyitatlan valtozata. Futtassuk le G egy szélességi bejarasat az e
csucsbol inditva. Hatarozzuk meg, hogy ebben a bejardsban milyen sorrendben fejeztiik be a ¢, d, f és
g csucsokat. Hatarozzuk meg e négy cstcs 6sszes olyan sorrendjét ami egy e-bdl inditott BFS bejaras

befejezési sorrendjébél adddhat. (Az élekre irt szamokkal ne torédjiink.)
Az abran egy e-bdl inditott BFS outputja lathato, megjeloltiik a bejaras

fajat és az egyes csuicsok befejezési szamait. A kérdezett csicsok befejezé- a

sének sorrendje a konkrét lefutas esetén c, f,d, g. (4 pont) 7
Tanultuk, hogy BFS esetén az elérési sorrend és a befejezési sorrend

megegyezik, 1gy az emlitett csucsok elérésének lehetséges sorrendjeit kell b ¢ :d
meghatdrozni. (1 pont) * o

A szélességi bejaras soran minél késobb ériink el egy csiicsot, annal tavolabb f

v
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*

van az adott csics a gyokértél. Mivel G-ben f és ¢ 1 tavolsdgra vannak S
e-t6l, d és g pedig 2 tavolsagra, ezért az elébbi két csiucs barmelyikének
elérése biztosan megel6zi az utébbi csticsok barmelyikének elérését. (2 pont)

A
h
Ha a szélességi bejards soran c-t hamarabb érjiik el, mint f-et, akkor ¢ gyerekeit is hamarabb érjiik el
f gyerekeinél. Mivel a d cstucs sziiloje a BFS-faban mindenképpen ¢, és g-é pedig bizonyosan f, ezért
a kérdezett négy cstcsot ¢, f,d, g sorrendben éri el (és fejezi be) a BFS. Ha pedig a szélességi bejaras
soran f-et c elott érjiik el, akkor f gyerekeit megelozik ¢ gyerekeit, igy ebben az esetben a kérdezett

sorrend f, ¢, g, d. (2 pont)
Konnyen lathaté, hogy a BFS algoritmust e-bol inditva mindkét sorrend megkaphato, ezért a feladat-
ban kérdezett lehetséges sorrendek halmaza pontosan a két fent emlitett sorrendbol all. (1 pont)

3. Hatarozzuk meg p = 1-re az abran lathaté PERT probléma minimalis végrehajtéasi idejét és a kritikus
tevékenységeket!

A probléméhoz tartozé graf csucsainak topologikus sorrendjét megkaphatjuk az éran megismert forras-
torléses médszerrel. Igy adodik a e, b, ¢, f, h,d, g,a sorrend. (2 pont)




Ebben a sorrendben meghatarozva az egyes csicsokhoz tartozo legkorabbi
kezdési idépontokat, az abran az egyes csucsok mellett lathatéd értékeket
kapjuk. Egyuttal lilaval megjeloljiik azokat az éleket, amelyek az egyes csu-

csok mellé irt szaimokat meghatarozzak. (4 pont)
A teljes projekthez sziikséges minimalis végrehajtasi idot tehat az a csics-
hoz tartozé 42-es érték hatdrozza meg. (1 pont)

Ezért a krtikus 0t hossza 42, és minden kritikus Ut az a csicsban végzo-
dik, és a lila éleket hasznalja. Ezért egyetlen kritikus it van, mégpedig az
e,c, f,h,g,a. Ennek megfelelden ezen kritikus uton szerepl6 cstucsok a kri-
tikus tevékenységek, a b és d tevékenységek pedig nem kritikusak. (3 pont)

Legyen GG az abran lathato graf iranyitatlan valtozata. Legkevesebb hany élt kell torélni a G grafbol
ahhoz, hogy a kapott grafnak legyen Euler-korsétaja? (Az élekre irt szamokkal ne torédjink.)

Az oran azt tanitottak, hogy az az Euler-korséta sziikséges és elégséges feltétele, hogy a graf izolalt
pontoktdl eltekintve osszefiiggd legyen, és minden cstics fokszama paros legyen. (3 pont)
A G grafban fellépé fokszamok az alabbiak: 3,3,3,3,4,4,5,5, azaz hat paratlan foku csucsa van G-
nek. (1 pont)
Minden él torlése két cstics fokszamat csokkenti 1-gyel, ezért minden él torlése legfeljebb 2-vel cstkkenti
a paratlan foku csicsok szadmat. (2 pont)
Ezért legalabb 3 él torlése sziikséges ahhoz, hogy a kapott grafnak Euler-korsétdja legyen. (1 pont)
Ha G-bol toroljiikk a ac,be és fh éleket, akkor minden csics fokszdma paros lesz amellett, hogy a
torlések utan kapott graf osszefiiggé marad. (2 pont)
Ezért 3 él torlése nem csupan sziikséges, de elegendd is a kivant cél eléréséhez, vagyis a feladat kérdésére
,harom” a helyes valasz. (1 pont)

. Legyen G az dbran lathaté graf iranyitatlan vialtozata. Sikbarajzolhaté-e az a G’ graf, amit G-bol

az ah, cg és df élek behuzasaval kapunk? (Az élekre irt szamokkal ne torédjink.)
a

Ha mutatunk G’-nek egy topologikus K7y részgrafjat, akkor a tanultak sze-
rint G’ nem sikbarajzolhato.
(E helyett hivatkozhatunk a Kuratowski-tételre is.) (3 pont)

e
A mellékelt dbra a kérdéses grafot mutatja. (1 pont)
A megvastagitott élek és a megjelolt csicsok G’ egy topologikus Ky rész-
grafjat abrazoljak. Tehat G' nem sikbarajzolhato. (6 pont) h

Tegyiik fel, hogy az F' fanak 101 csiicsa van és I leveleit pirosra szineztiik. Legyen F’ az a fa, amit
F-bél a pirosra szinezett csicsok torlésével kapunk. Szinezziik F’ leveleit fehérre, és az ezutan is
szinezetlen csicsokat pedig zoldre. Tudjuk, hogy minden zold csticsa negyedfokid F'-ben és a fehér
csucsok szama 21-gyel tébb a zold csticsokénal. Hany piros csicsa van F-nek?

Jelolje p, f, z rendre a piros, fehér ill. zold csicsok szamét. A cél p meghatarozésa. Tudjuk, hogy F

csucsainak szama p + f + z = 101, valamint, hogy f = z + 21. (2 pont)
Az F' fénak f + z csicsa van, igy a tanultak miatt élei szama f + 2z — 1. (2 pont)
A KFL miatt ekkor 4z + f = 3 () d(v) = 2|E(F")[ = 2f + 22 — 2. (3 pont)
Innen f = 22+ 2 adddik. A korabbi f = z+ 21 kifejezést behelyettesitve kapjuk, hogy z+21 = 22+ 2,
azaz z = 19. (1 pont)
Ekkor f = z + 21 = 40, (1 pont)
ésp=101 — f — 2z =101 — 40 — 19 = 42. Ez tehat a valasz a feladat kérdésére. (1 pont)

Nem koveteljiik meg annak az igazolasat, hogy létezik a feladatban leirt tulajdonsaggokkal rendelkezo
F fa. Egyébként konnyt ilyet konstrudlni: vegyiink pl. egy 19 zold cstcsbdl allé utat, ezen zold
csucsokra ragasszunk fehér leveleket gy, hogy minden zold csucs fokszama 4 legyen. Minden fehér
levélre ragasszunk egy-egy piros levelet, majd még egy tetszoleges fehér csicsra tovabbi két levelet, és
mar meg is kaptunk egy ilyen fat. Ha valaki az érdemi bizonyitasbol nem ér el értékelhetd eredményt,
de talal egy konkrét F' fat, amire teljesiilnek a feladatbeli tulajdonsagok, és megallapitja, hogy F-nek
42 levele van, arra 1 pontot adhatunk.



A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javitékulcs (2023. 11. 30.)

Az atmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Van-e olyan megoldésa az alabbi egyenletrendszernek, T4 20— 25 =9
ahol 3 = 47 Ha igen, akkor egy ilyen megoldas mellett 321 + T9 + 3 — 224 = 27
milyen értéket vehet fel az xxy szorzat? 4x1 + 629 — Tx3 + 314 = 42

Kibovitett egyiitthatéméatrixot készitiink, és azon végziink ESA-okat mindaddig, mig RLA matrixot
nem kapunk: (2 pont)
11-1 0]9 1 1-1 0|9 11-10{9 11-10|9 1101(15 100 -2| 3
31 1-2127T — 0-2 4-20— 01-210 —~ 01-21/0 — 0103|12 —» 010 3|12
46 -7 3|42 0 2-3 36 02 -33|6 00 116 00116 001 1] 6

(4 pont)
Ezek szerint a megoldés x4 € R tetszbleges és 1 = 3+ 224, 9 = 12 — 34 ill. 23 =6 — z4. (2 pont)
Ekkor 3 =4 <— 6 — 24 =4 <= x4 = 2. Ezért pontosan egy olyan megoldasa van az egyenlet-

rendszernek, ahol x3 = 4, igy az elsé kérdésre igenlo a vélasz. (1 pont)
Ennél a megoldasnal z; = 7,25 = 6, azaz z179 = 42 a valasz a masodik kérdésre. (1 pont)
Avagy.

Ha ugy probaljuk megoldani az egyenletrendszert, hogy rogzitjiik az 3 = 4 értéket, akkor is minden
kérdezett megoldast megkapunk, és még szamolni is kevesebbet kell. (3 pont)
11 013 1 1 0] 13 110]13 110{13 110{13 10 0|7

31-2/123 — 0-2-2/—-16 — 0118 — 0118 — 0106 — 010|6 (4 pont)

46 3|70 0 2 3| 18 02 3|18 001 2 001} 2 001|2

Az x3 = 4 mellett kapott egyetlen megoldas az x1 = 7, x5 = 6,14 = 2, tehat az elsé kérdésre ,jigen” a
vélasz. (2 pont)
Ekkor pedig x1xo = 42 az egyetlen lehetséges érték. (1 pont)

2. Alteret alkotnak-e Ri-ben azok az z = (x1, 72, 23,74)" oszlopvektorok, amelyekre x1, z9, 23, 14 vagy
To, X3, T4, 1 Szamtani sorozatot alkot?

Vektorok egy V' halmaza pontosan akkor alkot alteret, ha V' zart a vektordsszeadasra és a skalarral

szorzasra. (1 pont)
Ugy igazoljuk, hogy nem alkot alteret a kérdezett vektorhalmaz, hogy megmutatjuk, hogy a vektor-
osszeadas kivezet ebb6l halmazbdl. (4 pont)

Vildgos, hogy pl az z = (0,1,2,3)" és az y=(3,0,1, 2)" vektorok benne vannak a kérdezett halmaz-
ban, 4m osszegiik  +y = (3,1,3,5) nincs benne, tehat a vektordsszeadds kivezet a halmazbdl, nem
alkotnak alteret a kérdezett vektorok. (5 pont)
Bar ez kozvetleniil nem jérul hozza egy helyes megoldashoz, de ha egy megoldé (hidnytalanul) megmu-
tatja, hogy tetszéleges v € V és A € R esetén v € V is teljesiil (ahol V' a kérdezett vektorhalmaz),
akkor ezért 4 pontot kaphat; ha pedig a megoldasban nyoma van annak, hogy az tsszeadéasra vald
zartsagot is elkezdi vizsgélni (és nem csak felirja), akkor ezért tovéabbi 1 pont adhato.

3. Generatorrendszert alkotnak-e Ri-ben az u = (—1,2,4,8)", v = (1,3,9,27)7 és w = (4,2,42,24)"
oszlopvektorok?

Tanultuk, hogy R%-ben az ¢, e,, €5 és ¢, vektorok alkotjak a standard bézist. (1 pont)
Ezek a vektorok tehat R*-ben linearisan fiiggetlen rendszert alkotnak. (2 pont)




A tanult FG-egyenl6tlenség szerint tetszéleges V' altér generatorrendszerének mérete legalabb akkora,

mint az altér barmely linearisan fiiggetlen rendszerének mérete. (4 pont)
Ez azt jelenti, hogy R* barmely generatorrendszerének legaldbb 4 vektort kell tartalmaznia. (2 pont)
Ezek szerint a kérdezett hdrom vektor bizonyosan nem alkot R*-ben generdtorrendszert. (1 pont)

Az is tokéletes megoldds, ha valaki kimutatja egy alkalmas R*-beli vektorrdl (pl e,-r6l), hogy nem
generalja a harom megadott vektor. Ezt pedig a széban forgd vektorok alkotta matrix LA hozasaval
lehet konnyen latni.

11 1
Szamitsuk ki az |3 9 10| determindns értékét!

9 81 100
Elemi sorekvivalens atalakitasok segitségével LA matrixot képeziink, (1 pont)
ennek sordn sor konstansszorosanak masik sorhoz torténd hozzdadasakor/levonasakor a determindns
nem véltozik, (3 pont)
LA matrix determinansa pedig a féatlobeli elemek szorzata. (3 pont)

11 1 1 11 111

A konrét szdmolds: [3 9 10/ =0 6 7|=|067|=42 (3 pont)

9 81 100 07291 007

Természetesen szamos mas, elméletileg helyes moddszerrel is ki lehet szamitani a determinanst. A
Sarrus-szabaly elhangzott a délutani eléaddson, ezért ha azt valaki helyesen hivatkozza és hasznalja,
akkor is teljes pontszamot kap. Ha csak siman a 6-féle bastyaelhelyezéssel szamol, akkor indoklasra
szorul, hogy mi is az egyes kifejtési tagok el6jele.

Egy asatason feltart kotablan egy AB = C matrixszorzas szerepel, de a t tartalmazé mezdk nem

(7] -2 _(2—1 1), (12 7=
olvashatdk ki, csak az alabbiak latszanak: A = ( 5 , B = 1 ésC = 1 91|

Hatédrozzuk meg a C' matrix jobb alsé elemét!

Ha rendre A;, B’ és C’ij jeloli az A matrix i-dik sordt, a B métrix j-dik oszlopét ill. a C' mtrix i-dik
soranak j-dik elemét, akkor CY = A; - B/, azaz a C' métrix elemei az A méatrix megfelel§ sordnak és a
B maétrix megfelel6 oszlopanak skaldrszozataként kaphatdk. (1 pont)

A C? elem miatt az A matrix masodik soranak elsé eleme 7, (1 pont)
A C} elem miatt a B matrix médsodik sordnak els6 eleme —3, (2 pont)
A C] elem miatt az A matrix elsd sordnak elsé eleme 3, (2 pont)
Ekkor a C} elem miatt a B mdtrix mdsodik sordnak harmadik eleme 7, (2 pont)
ezért C3 = Ay - B3> =7-1+5-7=42 a valasz a kérdésre. (2 pont)
2 -1
Egyébként igy néz ki kotablara eredetileg felirt matrixszorzas: 5 El_) 1
27 1 0 ( )(1—2 42>
Legyen f(p,q) := Z (1) 42 g . Rogzithet6-e a g paraméter értéke gy, hogy f(p,q) ne figgjon p-t6l,
86 1 -1

azaz f(p1,q) = f(p2,q) teljesiiljon tetszoleges p1, p2 esetén? Ha igen, akkor adjuk meg az Gsszes ilyen
g paraméterértéket!

Az elsé oszlop (vagy a harmadik sor) szerinti kifejtésbol az latszik, hogy f(p) pontosan akkor nem

fiigg p-t6l ha a p-hez tartozé elgjeles aldeterminéns értéke 0. (4 pont)
71 0

Konkrétan ez azt jelenti, hogy 0 = |06 q], (2 pont)
61 —1

amit az utosé oszlop szerint kifejtve 0 = —q’ Z }‘ - 1‘ g é =—q-(7T—6)—1-(42—-0) = —q — 42

adodik. (2 pont)

Ezek szerint a feladat kérdésére igenl6 a valasz, a ¢ paraméter keresett értéke pedig egyediil a ¢ = —42.

(2 pont)



A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékulcs (2023. 11. 20.)

Az ttmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szereplo allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezetd gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, &m a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltérd, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az itmutatdbeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Legyen G az abran lathato graf iranyitatlan valtozata. Hatarozzuk meg a G graf egy minimalis
koltségli feszitofajat, és dokumentdaljuk az algoritmus futésat. Lehetséges-e egy 6 koltségi él koltségét
22-re novelni gy, hogy az 1j koltségfiiggvény szerint minimalis koltségti feszitofa koltsége ugyanannyi

maradjon, mint amennyi az eredeti koltségfiiggvény esetén volt?
a

6,/ T\3
b 5 ¢ d
)
Y AR,
e /

Az 6réan tanult Kruskal-algoritmus segitségével elkészitiink egy mkffat az
élek bevételérol novekvd koltség szerint egyenként dontve, egy élt akkor
bevéve a feszitéfaba, ha nem alkot kort korabban bevett élekkel. Az abra
egy ilyen F fat mutat. Az F ffa a koltsége 20. (7 pont) 1

Ha a ca él 6-os koltségét 22-re noveljiik, akkor az imént kapott fa koltsége 20 e \2
marad, tovabba a novelés hatasara egyetlen feszitofa koltsége sem csokken. |
Ezért F' minimalis koltségt feszitofa lesz a koltségnovelés utan is, igy a 8

feladat mésodik részének kérdésére ,igen” a vélasz. (3 pont) A

2. Legyen G az abran lathaté graf iranyitatlan valtozata. Futtassuk le a G grafra a Dijkstra-algoritmust
a b gyokérbol. Hatarozzuk meg a ¢, d, f és g cstcsok U; (KESZ) halmazba kertilésének sszes lehetséges
egymas kozti sorrendjét egy b-bdl inditott Dijkstra algoritmus lefutdsakor.

Futtassuk le G-re a Dijkstra-algoritmust a b gyokérbol. A al bl ¢ d| e f| g| h
(b, £)-felsé becslés valtozasat a mellékelt tdblazat tartalmaz- 00 @ 00| 00| 00| 00| 00| 0
za, valamint az abran megjeloltiik a végsé becslésértéket oo| 0] 5| o0 9] 00| ©©
beallité éleket, (7 pont) oo| 0f[4]] oof 1] 5[ ocof oo
amelyek a b gyokérbdl egy legrovidebb utak fajat alkotjak. 10] O] 4] 10] 1 00| 0
(0 pont) o 4| 10[ 1| 5/ 11| 13

Az o6ran azt tanitottdk , hogy a Dijkstra-algoritmus soran 10 0} 4 1 5] 11} 13
az egyes a KESZ halmazba keriil§ cstcsok gyokértol mért 10] O 4 10] 1] 5 12
10/ 0| 4| 10| 1| 5| 11

tavolsdga monoton novekszik. (2 pont)
Mivel a vizsgalt négy csicsra ezek a tavolsagok paronként
kiilonbozok, ezért csupan egyetlenegy lehetséges sorrendje
van a feldolgozasuknak, nevezetesen a ¢, f,d,g. (1 pont)

Az utols6 3 pont ugy is megszerezhetd, ha a hallgaté ramu-
tat, hogy a Dijkstra-algoritmus kiilonb6z6 futtatasai csupan
annyiban térhetnek el egymastdl, hogy az egymast kovetd
a és d csicsokat milyen sorrendben vessziik a KESZ hal-
mazba, de ez nem érinti a kérdezett csiicsok sorrendjét.

3. Hatarozzuk meg az abran lathaté PERT probléma minimalis végrehajtasi idejét! Elérhet6-e a cd élre
irt szam megvaltoztatasaval, hogy egy korabban kritikus tevékenység a valtoztatds utan ne legyen
kritikus?

A G csucsainak topologikus sorrendjét megkaphatjuk az 6ran megismert forrastorléses modszerrel. fgy
addédik a ¢, e, b, f, h,d,a, g sorrend. (3 pont)
Ebben a sorrendben meghatarozva az egyes csiicsokhoz tartozé legkorabbi kezdési idopontokat, az




abran az egyes csucsok mellett lathaté értékeket kapjuk. Egyuttal lilaval megjeloljiik azokat az éleket,
amelyek az egyes csticsok mellé irt szamokat meghatarozzak. a(3 pont%

A teljes projekthez sziikséges minimélis végrehajtasi idét tehat a g cstcshoz

tartozé 31-es érték hatarozza meg. (1 pont)
Egyetlen kritikus tat van, mégpedig cbfhdag. Ennek megfelelden az e tevé-
kenység kivételével minden tevékenység kritikus. (2 pont) 1

Ha a cd élre irt szam 24-nél t6bb lenne, akkor ezaltal d legkordbbi kezdési 3
idopontja megnone az a és g csucsokkal egyiitt. Ezaltal kizardlag cdag lesz
kritikus ut, és a b, f, h tevékenységek pedig nem lesznek kritikusak. Tehat
a feladat masodik kérdésére tehdt igenld a vélasz. (1 pont)

4. Legyen G az abran lathaté graf iranyitatlan valtozata. Van-e G-nek Hamilton-koére? Ha van, akkor
legkevesebb hany élt kell torolni G-bol, hogy a kapott grafnak ne legyen Hamilton-kore? (Az élekre
irt szdmokkal ne torédjiink.)

G-nek van Hamilton-kore, példaul a,c, b, e, f,h, g,d ezért a feladat els6 kérdésére ,igen” a vélasz.
(4 pont)
Ha toroljiik a be élt, akkor &llitjuk, hogy az igy kapott G’ grafnak nem lesz Hamilton-kore. (1 pont)
Ha ugyanis elhagyjuk G’-bél a ¢ és f csucsokat, akkor b és e izoldlt pontok lesznek, és az a,d, g, h
csucsok egy harmadik komponenst alkotnak. (2 pont)
A Hamilton-kor létezésére tanult sziikséges feltétel tehat nem teljesiil a G’ grafra, ezért G'-nek nincs
Hamilton-kore. (2 pont)
Mivel 0 €l torlése esetén még van G-nek Hamilton-kore, ezért a feladat méasodik kérdésére egy” a
vélasz. (1 pont)
Ha valaki a masodik kérdésre megallapitja, hogy egy harmadfoku csticsbol két élt térolve nem lesz
Hamilton-kor, de a helyes vélaszt nem taldlja meg, akkor erre a részre 1 pontot kaphat.
5. Legyen G az abran lathaté graf irdnyitatlan valtozata. Sikbarajzolhaté-e az a G’ graf, amit G-bél

az bd és eg élek behuzasaval kapunk? (Az élekre irt szamokkal ne torédjiink.)
Ha mutatunk G’-nek egy (topologikus) K33 részgrafjat, akkor a tanultak ¢
szerint G’ nem sikbarajzolhato. (3 pont)

A mellékelt dbra a kérdéses grafot mutatja. (1 pont)

A megvastagitott élek és a megjelolt csticsok G’ egy K3 részgrafjat abra-

zoljék. Tehdt G’ nem sikbarajzolhato. (6 pont)

Az elsé rész helyett hivatkozhatunk a (helyesen kimondott) Kuratowski-
tételre is.

Van egyébként topologikus K5 is G-ben, pl a b, c, e, f és g csicsok az a és d
osztépontokkal ilyet alkotnak. Ennek a megtaldlasa is tokéletes bizonyiték.

h N\

Legfeljebb hany csticsa lehet egy olyan G grafnak, amelynek 123 éle van, és minden élét ki lehet
szinezni a piros, fehér vagy zold szinek valamelyikére gy, hogy G barmely két csicsa kozott vezessen
csupa piros, csupa fehér és csupa zold élbdl allé ut is?

Jelolje n a G gréf csucsai szamat. A megadott feltétel azt kivanja, hogy piros, a fehér és a zold élek

is egy-egy n-csucsu Osszefliggd grafot alkossnak. (2 pont)
Tudjuk, hogy minden 6sszefiiggé grafnak van feszitéfdja, (1 pont)
és barmely n-csicsu graf barmely feszitofaja pontosan n — 1 élt tartalmaz. (2 pont)
Ezért a piros, fehér és zold élek barmelyikébol legaldbb n—1 van, azaz G éleinek szamara 123 > 3-(n—1)
teljesiil. (2 pont)
Innen n < 42 adddik G csicsszamara, a kérdezett maximalis csucsszam tehat nem lehet tobb 42-nél.

(1 pont)

Ha egy 42-cstucsu ut minden élé mellé behtizunk két tovabbi parhuzamos élt, és a parhuzamos él-
harmasokat nemzetiszintiire szinezziik, akkor az igy élszinezett G gréafra teljesiilnek a feladatban leirt
feltételek. (1 pont)
Ezért a keresett maximalis csicsszam legalabb 42, amit ha a kordbbi megallapitasunkkal osszevetiink,
megallapithatjuk, hogy a feladat kérdésére a valasz pontosan 42. (1 pont)
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Az itmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megal-
lapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam el6tt szerepld allitas kimondasa, tétel
felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam
megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondolatmenet megfelel6 részének vé-
giggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbdl. Ha ez utébbi kideriil, Am a kérdéses allitas,
tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a részpontszam legalabb részben jar.
Természetesen az ismertetettektol eltér6, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, rész-
megoldasokért pedig az ttmutatébeli pontozas intelligens kozelitésével meghatarozott aranyos
részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altaldban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Van-e olyan megoldasa az alabbi egyenletrendszernek, T4+ 31y — 20, =5
ahol x3 = 2x4 — 17 Ha igen, akkor hatdrozzuk meg az 20, + Txo + 3 — 324 = 6
Osszes ilyen megoldast! 2x1 + 819 + 223 — 314 = 5

Kibévitett egyiitthatématrixot készitiink, és azon végziink ESA-okat mindaddig, mig RLA matrixot
nem kapunk: (2 pont)
130-2/5 130-2] 5 130-2] 5 130-2| 5 1300|—-1 10-30 2
271 -36 — 011 1|4 —» 011 1|4 — 011 1|4 — 0110/—-1 — 01 10|-1
282 -3|5 022 1|-5 000 -1| 3 000 1|-3 0001|-3 00 01|-3

(4 pont)
Ezek szerint a megoldas x3 € R tetszoleges és x1 = 2 + 3x3, 19 = —1 — 23 ill. 4 = —3. (2 pont)
Ha tehat x3 = 2x4 — 1, akkor x3 = —7, és ennek megfelelden x1 = —19, x5 = 6 ill. 4 = —3 adddik.

(1 pont)
A feladat kérdésére tehdt igenls a vélasz, és a fenti leirt az egyetlen széba jové megoldas. (1 pont)
Avagy.
Ha az z3 — 224 = —1 egyenlet hozzaadasaval nyert egyenletrendszert oldjuk meg, akkor is korrekt
véalaszt kapunk a feladat kérdésére. (3 pont)
130-2 5 130-2| 5 130-2| 5 130-2| 5 130-2| 5
271-3] 6 . 011 1|4 . 011 1|—4 o 011 1|—4 o 011 1|—4
282 —-3| 5 022 1|-5 000 -1] 3 001 —2|—-1 001 —-2|—-1
001 -2|—-1 001 -2|—-1 001 —2|—-1 000—-1| 3 000 1|-3

1300{-1 1300|-1 1000/-19
0110—1'_)0100 6'_>0100 6
0010[{-7 0010[{-7 0010] =7
0001|-3 0001|-3 0001 -3
A feladatban leirt feltétel mellet pontosan egy megoldéas kapott egyetlen megoldas 1étezik, mégpedig
az v1 = —19, 19 =6, 13 = —7, x4 = —3. (3 pont)

(4 pont)

2. Altér-e R3-ban a V = {(x,9,2)" : ¥ + y + 22 > 0} vektorhalmaz?

A V részhalmaz pontosan akkor altér, ha sem az Osszeadés, sem a skalarral szorzas nem vezet ki beldle.

(2 pont)
A konkrét V' halmazbél azonban kivezet a skalarral valé szorzas, ugyanis (1,0,0)" € V, azonban
1-(1,0,00T = (=1,0,0)T ¢V, (7 pont)
ezért V nem altere R3-nak. (1 pont)

Ha valaki tudja, mi az altér (azaz megszerzi az els6 2 pontot), és igazolja V' Gsszeadésra zart tulaj-
donséagat, akkor azért tovabbi 4 pontot kaphato.

3. Dontsiik el, hogy benne van-e a z vektor a V' := (u,v, w) vektortérben. Ha igen, akkor hatarozzuk
meg z koordindtavektorat a V-nek egy, az w,v, w vektorokbol valasztott valamely bézisaban, ahol
u=(1,2,-1)", v=(-2,-3,3)", w=(2,1,-4)7, és z = (—6,—5,10)"!




Azt kell eldontentink, hogy teljesiil-e a z € (u, v, w) tulajdonsag, és ha igen, akkor z-t elé kell allitanunk
egy, az u, v, w vektorokbol valasztott bazis elemeinek linearis kombinacidjaként. (2 pont)
Ehhez elkészitjiikk az (u, v, w, z) métrixot, és megvizsgaljuk, hogy az utolsé oszlop eléall-e az el6tte
allé oszlopok linearis kombinaciéjaként. Ehhez ESA-okat hajtunk végre, és felhasznaljuk, hogy egy
ilyen 1épés nem véaltoztat az oszlopok kozotti linedris Osszefiiggdségeken. (2 pont)

1-2 2-6 1-2 2 -6 1-2 2-6 1-20 0 100 —4
< 2 -3 1—5) — (0 1 -3 7) — (o 1 -3 7) — (0 10—2> — (010—2) (3 pont)
—1 3 -4 10 0 1-2 4 0 0 1-3 0 01-3 001 —
A kapott RLA matrix elsé harom oszlopa linedrisan fiiggetlen és generalja az utolsot, (1 pont)
ezért z € V (1 pont)
és a keresebb B bazist az u, v, w vektorok alkotjak. Ebben a bazisban a kérdezett koordinatavektor a
kapott métrix utolsé oszlopa: [z]p = (=4, —2,-3)". (1 pont)
12p—1 2
4. Szamitsuk kia | 24p—1 1| determindns értékét a p paraméter értékének fiiggvényében!
—-11-2p—1
Egy sor konstansszorosianak hozzdadasa/kivondsa egy mésik sorbdl nem valtoztat a determindns ér-
tékén, (2 pont)
valamint fels6é haromszogmatrix determinansa a féatlébeli elemei szorzata. (2 pont)
12p—1 2 12p—12
fgy | 24p-1 1| =0 10[=1. (6 pont)
—11-2p —1 0 01

5. Legyen A = (é ? 1), B = (? _1 _1> Van-e olyan C' matrix, amire CA = B teljesiil? Ha igen,

akkor hatarozzunk meg egy ilyen C' métrixot!

Az A matrix 3-dik oszlopa megegyezik az A matrix els6é és masodik oszlopdnak sszegével. (2 pont)
Ezért ha értelmes a C'A méatrixszorzas, akkor a C'A szorzatmatrix minden sora az A matrix sorainak
linedris kombinacidja. Ezért az A matrix fenti tulajdonsdganak a C'A matrixra is teljesiilnie kell. (5

pont)
Mivel azonban a B matrix 3-dik oszlopa nem egyezik meg a B matrix els6é két oszlopanak 6sszegével,
(2 pont)
ezért nincs olyan C matrix, amire CA = B teljestil. (1 pont)
Teljes értékli megoldas az is, ha izombdl allunk neki a dolognak:
Vildgos, hogy C' € R?*2, ezért feltehetd, hogy C' = CCL Z (1 pont)
A maétrixszorzas definiciéja alapjan az aldbbiak teljesiilnek:
la+0b=2,1c+0d=1,0a+1b=—-1,0c+1d=1,a+b=—-1,c+d=1 (4 pont)
Az els6 négy egyenletbél a = 2,b=—1,c=1,d =1, (2 pont)
azonban ekkor a + b = 1, ami ellentmond az 5-dik egyenletnek. (2 pont)
Ezért nem létezik a feladatban leirt tulajdonsagi C' matrix. (1 pont)

Tegyiik fel, hogy az A € R*?*12 matrix determindnsa |A| = 42. Képezziik az A’ métrixot A-bdl ugy,
hogy (—1)-gyel megszorozzuk A minden péaratlanodik sordnak minden pératlanodik elemét és minden
parosodik soranak minden parosodik elemét. Hatdrozzuk meg az igy kapott A’ matrix determinansat!

Az A" matrixot megkaphatjuk A-bdl tgy is, hogy az A péaratlanodik sorait és parosodik oszlopait
megszorozzuk (—1)-gyel. (7 pont)
Ezért |A’| megkaphato gy is, hogy |A|-t &sszesen 42-szer szorozzuk meg (—1)-gyel. (2 pont)
Ennek megfeleléen |A'| = (—1)* - |A| = |A] = 42. (1 pont)



