A Szamitastudomany alapjai
2. pZH javitékulcs (2024. 12. 11.)

Az dtmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele,
hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a
dolgozatbol. Ha ez utdobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Lehet-e a K3 teljes grafbol gy torolni 42 élt, hogy a kapott graf sikbarajzolhato legyen?

A K3 teljes graf élszéma |E(K3)| = (V) =6-13 =718, (2 pont)
Ezért a 42 €l torlésével kapott G graf élszama 78 — 42 = 36. (1 pont)
A konstrukciobdl adéddéan G egyszerii graf, (1 pont)
igy ha G sikbarajzolhato is volna, akkor a tanult tétel szerint e < 3n — 6 teljesiilne, ahol e ill. n rendre
G éleinek ill. cstcsainak szamat jeloli. (2 pont)
Mivel most 3n—6 = 3-13—6 = 33 < 36 = e, ezért a kapott graf biztosan nem sikbarajzolhaté. (4 pont)

2. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valés szamok korében.
r1+2x3+ x4 — 225 = 10
3x1+ X2+ Dbx3 — x4 — 205 = 18
—x1 4+ 229 —4dxs+ 4= —4

A Gauss-eliminéaciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.
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(7 pont)
Vagyis 13 = o € R és x5 = € R tetszdleges, 11 =7 —2a + 3, 150 = «, 4 = 3+ 5. (3 pont)

A szamolasi hibdk — egyébként elvileg j6 megoldas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltetheto
részekért adhaté pont. Ha egy megoldé (akar helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent
kifejez, behelyettesit, stb.), de ezek a lépések nem célratoréek, nem mutatjik egy helyes megoldés
irdnyat, azért maximum 3 pont adhat6 az elvégzett munka hasznossagatol fiiggden.

3. Jeldlje vy, vy, v s u az aldbbi Re-beli vektorokat. A p valds paraméter minden lehetséges értékére
dontsiik el, hogy igaz-e az u € (vy,v,, v5) allitas.
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v, = 0 , Uy = L , Uy = 21 s u= =3
1 3 2 0 3 1 1
1 9 —1 D

Az u € (vy,vy,v5) allitds azt jelenti, hogy u kifejezhetd a vy, vy, v5 vektorok linedris kombinacidjaként,
vagyis léteznek olyan «, 3,7 skalarok, hogy a - vy + 8- vy +7v - v3 = u. (1 pont)




A vektoregyenlet az alabbi linearis egyenletrendszerrel ekvivalens:

—a+f+y=-2

B+2y=-3
a+vy=1
at2f-y=p (1 pont)
A Gauss-elimindciét alkalmazva a kovetkezdket kapjuk.
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(3 pont)
Ha p — 5 # 0, akkor az utolsé sor tilos sor, és ilyenkor nincs megoldas, (1 pont)
azaz p # b esetén u ¢ (vy,v,, v3). (1 pont)
Ha p = 5, akkor a Gauss-eliminaciot folytatva az alabbi adddik.
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(1 pont)
Vagyis p = 5 esetén a megoldas: a =1, =1és v = -2, (1 pont)
igy ilyenkor u € (v, vy, v3). (1 pont)

Természetesen a p = 5 esetben hivatkozhatunk arra is, hogy mivel a csupa nulla sor elhagyasaval
kapott 1épcsds alak minden oszlopa tartalmaz vezéregyest, ezért van (egyértelmii) megoldésa, amibol
u € (v, vy, v5) kivetkezik.

. Bézist alkotnak-e R3-ban az aldbbi a, b, ¢ vektorok?

1 -3 2

a= 31, b=\|-71, c=1| -8

-5 12 11
Ahhoz, hogy ezek a vektorok bazist alkossanak, az kell, hogy linearisan fiiggetlenek legyenek és gene-
rdtorrendszert alkossanak R3-ban. (1 pont)
A linedris fiiggetlenség vizsgalatahoz tegyiik fel, hogy a-a+ -b+ v - ¢ = 0 teljesiil valamilyen
a, 3,7 € R skaldrokra. (2 pont)

Behelyettesitve az a, b, ¢ vektorokat és elvégezve a miiveleteket a kdvetkezo linedris egyenletrendszerre
jutunk:
a—30+2y=0
3a =T -8y =0
—ba+ 128+ 11y =0

(1 pont)
A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.
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(3 pont)
Vagyis 7 € R szabad paraméter, « = 19y és 5 = T7. (1 pont)
fgy példaul a v = 1 vélasztassal a = 19 és § = 7 adddik, azaz 19u + 7v + w az u, v, w vektorok egy
olyan nemtrivialis linearis kombinacidja, ami a nullvektort adja. (1 pont)

Tehat az u, v, w rendszer nem fiiggetlen, és ezért nem is bézis R3-ban. (1 pont)



5. Szamitsuk ki az aldbbi determindns értékét a determindns definiciéja szerint. (A megolddsban tehat
ne hasznaljunk semmilyen, a determinansra vonatkozo tételt vagy azonossagot, pusztan a definiciéra
alapozva hatdrozzuk meg az értékét.)

6 0 7 —4
00 -1 0
30 -9 1
-5 2 0 8

El6szor megmutatjuk, hogy a determinans definiciéjaban szereplo, eléjelesen 6sszeadandd szorzatok
kozott két nemnulla szorzat szerepel. (1 pont)
Ha ugyanis nemnulla szorzatot szeretnénk kivélasztani, akkor a mdasodik sorbdl csak a (—1)-et, a
méasodik oszlopbdl pedig csak a 2-t valaszthatjuk. Vagyis az els6 sorbdl vagy a 6-ot vagy a (—4)-et
kell valasztanunk. Az el6bbi esetben a harmadik sorbdl az 1-et, az utobbi esetben pedig a 3-at kell
véalasztanunk, igy csakugyan két nemnulla szorzatunk lesz, mégpedig a 6-(—1)-1-2ésa —4-(—1)-3-2.

(2 pont)
Az ezekhez tartozé permutaciok rendre az 1, 3, 4, 2, illetve a 4, 3, 1, 2. (1 pont)
Ezek koziil az els inverzidészdma 2, mivel ebben a permutédciéban az inverziéban all6 elempérok (3, 2)
és (4,2), (1 pont)
a masodiké 5, mivel ebben a permutédciéban az inverziéban &ll6 elemparok (4,3), (4,1), (4,2), (3,1)
és (3,2). (1 pont)
A 6-(—1)-1-2 szorzatot tehat pozitiv eljellel kell figyelembe venniink, mivel a hozza tartozé per-
mutacié inverziészama paros, (1 pont)
a —4-(—1) - 3 -2 szorzatot pedig negativ eljellel, hiszen a hozza tartozé permutdcié inverzidészama
pératlan. (1 pont)
A determinans értéke tehat 6- (—1)-1-2—(—4)-(-1)-3-2=—12 — 24 = —36. (2 pont)

x Tegyiik fel, hogy B = {b;, by, b3} az R? tér egy bézisa, és nincs olyan 0 # v € R? vektor, amire v = [v]p
teljesiil. Igazoljuk, hogy a b, — ey, b, — €,, b3 — €4 vektorok linearisan fiiggetlenek.

Tegytiik fel, hogy a- (by —e;) + 5+ (by —ey) +7v- (bs — e5) = 0 teljesiil valamilyen «, 5,7 € R skalarokra.

Ekkor oo by + B -by+7v-b3=a-¢e + B e +7- €3 (
Legyen v = (a, 3,7)". Az elézéek alapjan [v]p = (a, B3,7)". (
Ekkor a feladat feltételei szerint v = 0, (2 pont
azaz a« = 3 =~ = 0. (
Igy a tanultak szerint b, — ey, by — ey, by — 5 vektorok linedrisan fiiggetlenek (mert o+ (b, — e
(by —€y) + v+ (by — e3) = 0 csak az « = f = v = 0 esetben lehetséges). (



