A Szamitastudomany alapjai
2. ZH javit6kules (2024. 11. 28.)

Az dtmutatéo mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek megallapitva az
értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas kimondasa, tétel felidézése nem jelenti
automatikusan az adott pontszam megszerzését. Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele,
hogy a megoldashoz vezet6 gondolatmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a
dolgozatbol. Ha ez utdobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor
a részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok, részmegoldasokért
pedig az utmutatobeli pontozas intelligens koézelitésével meghatarozott aranyos részpontszamok jarnak.
Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot vonunk le.

1. Sikbarajzolhaté-e az abran lathaté graf?

Aldbb lathaté6 a graf egy Ks-tel (illetve egy K3 3-mal) topologikusan izomorf részgréfja.

(Természetesen elég az egyik fajta részgrafot megtaldlni.) (7 pont)
Igy a Kuratowski-tétel (annak is a ,konny( irdnya”) szerint a graf nem sikbarajzolhaté. (3 pont)

Az utolsé 3 pont megadhaté akkor is, ha egy megoldénak t&bbszori prébalkozas ellenére sem sikeriilt

Ks-tel vagy K3 s-mal topologikusan izomorf részgrafot taldlni, de a megolddsbdl egyértelmt, hogy

pontosan tudta, mit keres. Természetesen mindez csak arra az esetre vonatkozik, ha a Kuratowski-

tétel helyes alkalmazéasara iranyulé szandék a dolgozatbdl nyilvanvalé; a tobbféleképpen értelmezhetd

vagy nem vilagos céllal késziilt abrakért nem jar pont.
2. Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen

értékeire van megoldasa az alabbi egyenlet-

rendszernek. Ha van megoldas, adjuk is meg

az 0sszeset.

A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.
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(2 pont)
1. eset: ha p — 1 # 0, azaz p # 1.

Ekkor a Gauss-elimindciét folytatva elszor leosztjuk az utolsé sort (p — 1)-gyel, és igy a kovetkezéket

kapjuk.
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(2 pont)
Vagyis p # 1 esetén a megoldas: x5 = a € R tetszdleges, x1 = —5 — 3, 9 =4, x4 = 0. (2 pont)




2.eset: hap—1=0, azaz p = 1.
Ekkor a Gauss-eliminaciét folytatva a kovetkezoket kapjuk.
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Vagyis p # 1 esetén a megoldas: x3 = a € R és xy = € R tetszOleges, x1 = =5 —3a+(, 1o =4 — .
(2 pont)
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A szamolasi hibdk — egyébként elvileg j6 megoldas esetén — darabonként 1 pont levonast jelentenek. Ha
a hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében megfeleltetheto
részekért adhaté pont. Ha egy megold6 (akdr helyes) szamitasokat végez (példaul egy ismeretlent
kifejez, behelyettesit, sth.), de ezek a lépések nem célratoréek, nem mutatjak egy helyes megoldas
irdnyat, azért maximum 3 pont adhaté az elvégzett munka hasznossagatol fliggoen.

. Linedrisan fiiggetlenek-e az aldbbi, R*-beli vektorok?
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1 -3 1
Tegyiik fel, hogy av-a+ - b+ - c =0 teljesiil valamilyen «, 3,7 € R skalarokra. (2 pont)
A Gauss-eliminéciot alkalmazva a kovetkezoket kapjuk.
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(4 pont)
Vagyis a megolddas a = § = v = 0. (1 pont)
Igy a tanultak szerint a, b, ¢ linedrisan fiiggetlenek (mert aa + fb+vyc =0 csak az o« = 5=~ =0
esetben lehetséges). (3 pont)

A feladat természetesen megoldhaté a linedris fiiggetlenség ekvivalens definicidjara alapozva is (vagyis
annak megmutatasaval, hogy a, b és ¢ koziil egyik sem fejezhetd ki a masik ketto linedris kombinécio-
jaként). Ekkor az a ¢ (b, c) allitds indokldsaért 2 pont, a b ¢ (a,c) és ¢ ¢ (a,b) allitasok indoklasaért
2-2 pont jér; a hidnyzé 3 pont pedig a definicié helyes alkalmazéséért jar (beleértve tehét ebbe annak
az ismeretét is, hogy ilyenkor mindharom allitas igazolasa sziikséges a linearis fiiggetlenség megmuta-
tasahoz).

. Alljon a V < R® altér azokbdl az R°-beli vektorokbdl, amelyeknek a paratlan

koordinatai egy 2-kvéciensii mértani sorozatot alkotnak, a paros koordinatainak 3
Osszege pedig 0. fgy példéul a jobbra lathaté v vektor V-beli. Hatarozzuk meg 7
a V' altér dimenzigjat. V= 6
(Egy teljes értékii megoldashoz nem sziikséges bebizonyitani, hogy V' valéban —7
altér.) 12

A V halmaz lefrasa alapjan a V-beli vektorok (z1, s, 211, —12,471)" alakdak valamely 1, 2o valés
szédmokra. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy az u = (1,0,2,0,4)" és v = (0,1,0,—1,0)" vektorok V egy bazisat alkotjdk.



(1 pont)
Ehhez azt kell belatnunk, hogy linedrisan fiiggetlenek és V' egy generatorrendszerét alkotjak. (1 pont)
Nyilvan u és v is egy V-beli vektor (u esetében a mértani sorozat els6 eleme 1, v esetében pedig 0).

(1 pont)
Legyen z = (x1, 2,231, —T,4731)" egy tetszéleges V-beli vektor. Ekkor z elddll z = 1 - u + 29 - v
alakban. Tehat az u és v vektorok V' egy generatorrendszerét alkotjak. (3 pont)
Az u és v vektorok linedrisan fiiggetlenek, hiszen a két vektor koziil egyik sem skaldrszorosa a masik-
nak. (Természetesen ez a definici6 segitségével is belathato.) (2 pont)
Mivel taldltunk egy 2-elemii bazist V-ben, ezért V' dimenzidja 2. (1 pont)
. Hatérozzuk meg az aldbbi matrix determinansat a p valds 0 0 2 _1
paraméter minden értékére. 3 0 —4 1
2 =5 0
p 3 0
Fejtsiik ki a determindnst az elsé sor szerint:
g 8 _Z _1 301 30 —4
=212 5 0|—-(-1)-|2 =5 0
2 =5 0 0 30 3
» 3 0 P
(4 pont)

Az els6 (3 x 3)-as matrix determindnsat a harmadik oszlop szerint, a mésodikét pedig az elsé sor
szerint kifejtve a kovetkezoket kapjuk.
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(3 pont)
Vagyis a keresett determindns 2(5p + 6) + (—20p — 39) = —10p — 27. (1 pont)

A determinanst természetesen méshogy, pl. Gauss-eliminaciéval is ki lehet szamitani. Minden, a meg-
oldast érdemben nem befolyasolé szamoldsi hiba 1 pont levonést jelent. A determindnsra vonatkozd
egyes alapismeretek teljes vagy részleges hianyabol fakadé elvi hibak viszont darabonként 4 pont le-
vonast jelentenek. Ilyen példdul, ha egy megoldd a kifejtési tétel alkalmazasa soran vagy a definicié
szerinti kiszamitas esetén hibasan hatarozza meg az elGjeleket, vagy ha példéul egy sor konstanssal
szorzasa, vagy sorok cseréje utan nem, vagy hibasan kéveti a determindns megvaltozasat. Kétes ese-
tekben elvi hibanak tekintend6 minden olyan hiba, amikor nincs nyoma annak, hogy a megold6 a
szoban forgd ismeretet helyesen probalta alkalmazni.

Legyen B = {b;,by,b3,0,} a V < R!9 altér egy bdzisa, és legyen a v vektor koordindtavektora a B
bézis szerint [v]p = (4, 2,42,4242). Igaz-e, hogy B’ = {b,,v,bs,b,} a V altér bézisa?

Megmutatjuk, hogy igaz az allitas.

1. megoldas. Mivel [v|p = (4,2,42,4242), ezért v =4 - by + 2 - b, + 42 - by + 4242 - b,. (1 pont)
Belatjuk, hogy a by, v, by, b, vektorok linearisan fiiggetlenek.

Tegyiik fel, hogy Aj - by + Ao - v+ A3 - by + \gb, = 0 teljesiil valamilyen Ay, Ay, A3, Ay skaldrokra. (1 pont)
Behelyettesitve ebbe a v = 4-b; +2-by +42- by + 4242 - b, 6sszefiiggést, majd atrendezve az egyenletet,

(A1 +4-X) by +2Xg - by + (A3 +42-Xo) - by + (Mg +4242- Xg) - b, =0



adodik. (2 pont)
Mivel a by, by, by, b, vektorok linedrisan fiiggetlenek (hiszen V' egy bazisét alkotjdk), ezért ez csak gy

lehetséges, ha A\ +4- X =06és2 3 =06s A3 +42- Ay =0 és Ny +4242- Xy = 0. (2 pont)
Ebbdl azonnal adddik, hogy Ay = Ay = A3 = Ay = 0 is teljesiil. Vagyis az eloadason tanult tétel szerint
a by, v,bs,b, vektorok linedrisan fiiggetlenek. (1 pont)

Mivel a by, v, by, b, egy 4-elemi linedrisan fiiggetlen V-beli rendszer, valamint a b,, b,, b4, b, vektorok
V egy 4-elemii generdtorrendszerét alkotjak (hiszen V' egy béazisat alkotjak), ezért az eléaddson tanult
tétel szerint by, v, by, b, a V egy bazisa. (3 pont)

2. megoldas.

Mivel [v]p = (4,2,42,4242), ezért v =4 - by + 2 - by + 42 - by + 4242 - b,. (1 pont)
Belatjuk, hogy a b;, v, bs, b, vektorok V' egy generatorrendszerét alkotjak. Legyen ehhez w egy tetszo-
leges V-beli vektor.

Mivel a by, by, by, b, vektorok V' egy generatorrendszerét alkotjék (hiszen V' egy bézisat alkotjdk), ezért
w=oaq by +as-by+az-by+ ay-b, valamely oy, as, as, ay skalarokra. (2 pont)

Behelyettesitve ebbe a b, = % ‘v —2-by —21-b;—2121-b, Osszefliggést, majd atrendezve az egyenletet,

a
w=(a1—2-a2)-bl+§-y+(—21-a2+a3)-ég+(—2121-a2+a4)-124

adodik. (2 pont)
Vagyis a w vektor eldall a by, v, by, b, vektorok egy linedris kombinacidjaként. Tehat a b, v, b4, b, vek-
torok valoban V' egy generatorrendszerét alkotjak. (2 pont)

Mivel a by, by, 05,0, egy 4-elemt linedrisan fiiggetlen V-beli rendszer (hiszen egy bézis), valamint a
by, v, bs, b, vektorok V egy 4-elemii generatorrendszerét alkotjék, ezért az eléaddson tanult tétel szerint
b1,v,b3,by &V egy bézisa. (3 pont)

Természetesen az is helyes, ha valaki az 1. megoldasban ismertetett médon latja be, hogy a b,, v, bs, b,
vektorok linearisan fiiggetlenek, és a 2. megoldasban leirt médon bizonyitja, hogy ezek a vektorok V
egy generatorrendszerét alkotjak. Ekkor a koordindtavektor értelmezéséért jaré 1 pont megszerzése
utén a linedris fiiggetlenség bizonyitasa 1+ 1+ 241 pontot, a generatorrendszerség bizonyitasa pedig
1+ 1+ 2 pontot ér.



