A Szamitastudomany alapjai
1. pZH javitékules (2024. 11. 18.)

Az dtmutaté mintamegoldasokat tartalmaz. A pontszamok tajékoztato jelleggel lettek
megallapitva az értékelés egységesitése céljabol. Egy pontszam elott szereplo allitas ki-
mondasa, tétel felidézése nem jelenti automatikusan az adott pontszam megszerzését.
Az adott részpontszam megitélésének az a feltétele, hogy a megoldashoz vezeto gondo-
latmenet megfelelo részének végiggondolasa vilagosan kideriiljon a dolgozatbol. Ha ez
utobbi kideriil, am a kérdéses allitas, tétel, definicié nincs rendesen kimondva, akkor a
részpontszam legalabb részben jar.

Természetesen az ismertetettektol eltéro, am helyes megoldasokért teljes pontszamok,
részmegoldasokért pedig az utmutatobeli pontozas intelligens kozelitésével meghataro-
zott aranyos részpontszamok jarnak. Szamolasi hibaért altalaban hibanként 1 pontot
vonunk le.

1. Tegyiik fel, hogy az egyszert G grafnak 9 csicsa van, melyek fokszama rendre 4,4, 5, 5,
6,6,7,7,8. Kovetkezik-e ebbdl, hogy a G komplementergraf bizonyosan tartalmaz

kort?

A kézfogaslemma szerint G csicsainak fokszamosszege megegyezik G éleinek szama-
nak kétszeresével. (2 pont)
Ezért G élszéma $(4+4+5+5+6+6+7+7+8) =2 = 26. (1 pont)
Mivel a Ky teljes grafnak (g) —= 36 éle van, ezért a G komplementergraf élszama
36 — 26 = 10. (3 pont)
Az éran azt tanitottdk, hogy egy n-csicsid, kormentes grafnak legfeljebb n — 1 éle
lehet. (2 pont)

Mivel a 9-csticst G komplementergrafnak 10 éle van, ezért G nem lehet kérmentes, igy
bizonyosan tartalmaz kort. Nekiink pedig pontosan ezt kellett igazolnunk. (2 pont)

Az els6 6 pont alabbi gondolatmenet ismertetésével is megszerezheto.

A G komplementergrafban a fokszamok 4,4, 3,3,2,2,1,1,0. A kézfogdslemma szerint
G csticsainak fokszdmosszege megegyezik G éleinek szdmanak kétszeresével, ezért G
élszdma 5(4+4+3+3+2+24+1+1+0) = 3 = 10.

Ekkor a fokszamok meghatarozasa 3 pontot, a kézfogas lemma felidézése 2 pontot, a
G élszamanak kiszamitésa pedig 1 pontot ér.

Ha egy megoldé helyteleniil hatarozza meg a fokszamokat, akkor az ezért jard 3
pont elvesztése utan a tovabbi részpontszamokat még megkaphatja. Ha azonban a
hiba kovetkeztében a megoldas konnyebbé valik, akkor csak a fentieknek lényegében
megfeleltetheto részekért adhaté pont.

2. Van-e olyan e éle a bal oldali abran lathato G grafnak, amire a G — e graf minimalis
koltség feszitéfajanak koltsége 2-vel tobb, mint a G minimalis koltségi feszitofajanak
koltsége?

Keressiink egy minimélis koltségii feszitéfat a Kruskal-algoritmussal. (Ez a pont ak-

kor is jar, ha egyértelmiien kideriil, hogy a megoldé ezzel az algoritmussal dolgozik.)
(1 pont)




Az algoritmus az élekrol a koltségiik szerinti novekvo sorrendben donti el, hogy
bekeriiljenek-e a minimdlis koltségli feszitéfaba. (2 pont)
(Ha egy megoldé csak felrajzolja a minimélis koltségii feszitéfat, de egyéltaldn nem
kovethetok nala az algoritmus lépései, az ezt a 2 pontot nem kapja meg abban az
esetben sem, ha a felrajzolt feszitofa helyes.)

Egy minimalis koltségl feszitofa a bal oldali abran lathaté. Ennek a koltsége 22.

(2 pont)
Hagyjuk el az e = uv élt és keressiink igy is egy minimalis koltségli feszitofat a
Kruskal-algoritmussal. (3 pont)

Ekkor a jobb oldali abran lathaté feszitéfat kapjuk. Ennek a koltsége 24. (2 pont)
Ezért a feladat kérdésére igenl6 a valasz: van olyan éle G-nek, amit elhagyva a mini-
malis koltségli feszitofa koltsége 2-vel novekszik.
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A KESZ halmazba mindig az a KESZ halmazon kiviili csics keriil, amelyikre az
aktudlis fels0 becslés a legkisebb, majd a bekeriilt cstucsbdl a kilépo élek mentén
javitunk. (2 pont)
Az alabbi tablazatban a bekarikazott szamu csucsok keriilnek az adott lépésben a
KESZ halmazba, a szamok mellé irt csicsok pedig azt jelolik, hogy melyik csticsbdl
kilép6 él mentén tortént meg a javitas. (4 pont)
(Természetesen ez a 4 pont akkor is jar, ha més médon jelennek meg egy megoldasban
a sziitkséges informéciok. )
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Az el6z6 tablazatbdl kiolvashatd, hogy a ¢ cstuicsbdl javitottunk az f-hez tartozoé felso
becslésen, tehat c és f kozott biztosan vezet él, (2 pont)




melynek hossza 43 — 28 = 15. (2 pont)

. Hatarozzuk meg a masodik adbran lathat6 PERT probléma minimalis végrehajtasi
idejét és a kritikus tevékenységeket.

Forrastorlés médszerével (vagy més, alkalmas médon) meghatarozzuk a G graf csu-
csainak egy topologikus sorrendjét: a, b, f,d, g, h, e, c. (2 pont)
(Ha nem deriil ki a (helyes) topologikus sorrend meghatarozasanak médszere, az 1
pont veszteség.)
Az éran tanult PERT-mddszer futtatasa utan az abran lathaté eredmény adodik. A
legkorabbi befejezési idoket a cstucsok mellett allo szamok jelzik, (3 pont)
az egyes csucsokba befuté leghosszabb utak utolsd éleit pedig megvastagitottuk.
(3 pont)
A kritikus tevékenységek a, b, d, g, e, h, ¢, mas szoval f kivételével az Osszes tevékeny-
ség. (2 pont)

Ha egy megoldo elszamol egy befejezési idét (de utana azzal helyesen szamol tovabb),
akkor 1 pontot, ha pedig nem jel6li meg az Osszes lehetséges utolso élt, akkor ezért 2
pontot veszit.

. Van-e Hamilton-kore a harmadik dbran lathat6 grafnak?

Az alabbi abran pirossal jelzett 3 csucsot elhagyva a graf 4 komponensre esik szét,
(7 pont)

(nevezetesen egy izolalt csticsra és harom darab Kjs-ra),

amibdl az el6adason tanult tétel szerint kovetkezik, hogy a grafnak nincs Hamilton-

kore. (3 pont)

Ha egy megoldé tudja, hogy mit kellene keresni, de (lathaté prébalkozésok ellenére)
nem taladlja, akkor az eléadason tanult tétel helyes kimondéasaért jaré 3 ponton feliil
a probalkozasok mindségétol fliggoen legfeljebb tovabbi 2 pontot kaphat.



* A negyedik abran lathaté a G graf egy BFS-fdja. Lehetséges-e, hogy bg, fj és ci is
élei G-nek?

Bebizonyitjuk, hogy nem lehetséges.
Az 6rdn az tanitottak, hogy minden grafél legfeljebb egy szintet 1ép lefelé a BFS-
faban. (1 pont)

Megmutatjuk, hogy ebbdl az kivetkezik, hogy a BFS-fa gydkere csak a d cstics lehetne.
Az a csics nem lehetett a gyokér, hiszen az a-tél a b tavolsaga 1, mig a g tavolsaga
4, vagyis a bg ¢él tobb mint egy szintet 1épne lefelé. Szimmetriaokok miatt az e cstcs
sem lehetett gyokér az fj él miatt, valamint a h csics sem lehetett gyokér az ic él
miatt.
A ¢ csics sem lehetett gyokér, hiszen a c-tdl a b tavolsaga 1, mig a g tavolsaga 6,
vagyis a bg él tobb mint egy szintet 1épne lefelé. Szimmetriaokok miatt a g cstcs sem
lehetett gyokér az fj él miatt, valamint a j csics sem lehetett gyokér az ic él miatt.
(4 pont)

Viszont a d csicsbdl indulva barmelyik csticsot is érjiik el az b, f és ¢ cstcsok koziil
elsoként a BFS-bejaras soran, a BFS-faba be kell keriilnie a bg, fj vagy ic él valame-
lyikének. (4 pont)
Tehat bg, f7 és ci nem lehet egyszerre éle G-nek. (1 pont)

Ha egy megoldé a feladatbeli abra alapjan azt feltételezte, hogy a d cstcs volt a
gyokér, akkor az ennek indoklasaért jaro 4 pontot értelemszertien nem kaphatja meg.
Ha egy megoldd csak annyit mond, hogy a d gyokértol nézve a bg, fj és ic élek is
a BFS-fa szomszédos szintjei kozott futnak és emiatt a feladat kérdésére igenld a
valasz, akkor ezért a gondolatért legfeljebb 2 pontot kaphat.



