A szamitastudomany alapjai 2024. 1. télév

11. gyakorlat. Osszeéllitotta: Fleiner Tamas és Varga Kitti

Tudnival6k

Def: Egy n-tagt o = (01,...,0y,) szamsorozatot permutdcionak nevezzik, ha az 1,...,n szamok mind-
egyikét pontosan egyszer tartalmazza.

Def: A 0 = (01,...,0,) permutécioban a o; és a o, tagok inverzidban allnak, ha i < j, de 0; > 0. A

o permutacio inverzidszama az Osszes inverzioban 4llo szamparok szama. Ennek jele I(o).

Def: Egy (n x n)-es matrixban n darab elem bdstyaelhelyezést alkot, ha a matrix minden soraban és
oszlopédban pontosan egy kivalasztott elem van. Azt mondjuk, hogy egy o = (o1, ..., 0,) permutacié megfelel
egy bastyaelhelyezésnek, ha a matrix elsé sorban a oi-edik, a masodikban a ogs-edik, stb., az n-edikben a
on-edik elemet valasztottuk Kki.

Def: Egy (n x n)-es A matrix determindnsdt a kovetkezSképpen kapjuk: minden bastyaelhelyezésére
szorozzuk Ossze az azt alkoté n elemet és ezt a szorzatot szorozzuk meg (—1)7 (@)_nal, ahol o a bastyaclhe-
lyezésnek megfelel6 permutécio, végil az igy kapott n! darab n-tényezls elGjelezett szorzatot adjuk Ossze.
Jelolése: |A| vagy det A.

Tétel: Legyen A egy (n x n)-es matrix. Ekkor az aldbbiak teljestilnek.

(i

Ha A fels/als6 haromszogmatrix, akkor det(A) a f6atlobeli elemek szorzata.
Ha A egy sora/oszlopa csupa nulla, akkor det(A) = 0.
Ha A egy sorat/oszlopat A-val végigszorozzuk, akkor a determinans is A-val szorzodik.

)
)
)
(iv) Ha A két sorat/oszlopat felcseréljiik, akkor a determinans elGjelet valt.
) Ha A két sora/oszlopa megegyezik, akkor det(A) = 0.

)

Ha A egy soranak/oszlopanak A-szorosat hozzaadjuk egy masik sorhoz/oszlophoz, akkor a determinans
nem valtozik.

Def: Egy n x n-es A matrix a;; eleméhez tartozoé A;; eldjeles aldetermindns az i-edik sor és a j-edik
oszlop elhagyaséval keletkezé (n — 1) x (n — 1)-es matrix determinansanak (—1)""/-szerese.

Tétel: Ha az n x n-es A matrix valamelyik sordnak vagy oszlopanak minden elemét megszorozzuk a

hozzéa tartozo elGjeles aldeterminans értékével és a kapott n darab kéttényezss szorzatot Osszeadjuk, akkor
A determinénsanak értékét kapjuk.

Gyakorlatok

1. Hatéarozzuk meg az (1,3,5,7,9,8,6,4,2), valamint az (n,n—1,...,2,1) permutaciok inverzio-
szamat.

2. Szamitsuk ki az alabbi determinansok értékét a determinans definicidja szerint.

72096 4 985 7 4
30005 02006
(a) |6 08 17 b) |0 3027
5000 8 0100 3
9020 4 19086

3. Szamitsuk ki az alabbi determinansok értékét Gauss-eliminécid segitségével.

L =10 30 3 15 9 3

-1 13 6 5 5 10 1 ¢
(a) -3 32 -3 2 (b)

3 -1 4 9 -8 1 b 7T -3

4 41 s 3 2 13 12 —10

4. Széamoljuk ki az alabbi determinansok értékét a kifejtési tétel felhasznalasaval.

411 1 1051
20 0 1 6 1 4 0
@ 1y 95 o M) 1791 0
311 1 6 1 4 3



Hatarozzuk meg az alabbi determinénsok értékét.

12 3 4 5 0007 2
13 5 7 9 0009 3 igzi

(a) |1 4 7 10 13 b)) |00 058 © |9 300
15 9 13 17 72986 U134
1 6 11 16 21 31455

Hatarozzuk meg annak a (4 x 4)-es A matrix determinansat, melyben tetszéleges i,7 €
{1,2,3,4} esetén az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztezddésében 4llo elem
1, hai=7, L
a) a;; = b) a;; = min(s,
O T (b) 0y = mini. )
A (6 x 6)-0s A matrix féatlojaban és alatta minden elem 1-es, a jobb felsg sarkaban allo elem
2024, a matrix Osszes tobbi (14 darab) eleme pedig 0. Hatarozzuk meg A determinansat.

Tegyiik fel, hogy az A € R**42 matrixnak minden olyan eleme 42, ami kozvetleniil a f6atlo
alatt vagy felett all, és A minden més eleme 0. Hatarozzuk meg A determinansat. (ZH ’22)

9. A p val6s paraméter minden valos értékére hatarozzuk meg az alabbi matrixok determinansat.
p 1 37 11 25 p 05 p
1 p 8 8 2 p 35 6 p 40
@ 19711 B 154 5 2 © |79, 0
03 pop 11 3 2 6 p 4 3
10. A p paraméter milyen értékére lesz az alabbi determinéans 427 (pZH ’22)
1 2 pop
2 000
p 0 3 3
p 0 2p
11. Egy (101 x 101)-es A matrixban az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztez&désében allo elem
32 nek a (20 + j)-edik szamjegye, ha i-j paros,
Qij = L,
0, ha ¢ - j paratlan.
Hatarozzuk meg A determinénsat.

12. Hatéarozzuk meg minden n € Z, esetén azon (n X n)-es A matrix determinénsat, melyben
tetszbleges 4,7 € {1,2,...,n} esetén az i-edik sor és a j-edik oszlop keresztezddésében &allo
elem

0, hai=y
2 2 ) ?

a) a;; =1 + 1; b) a;; =
@ = ) a {1, o

13. Egy (n xn)-es matrix minden soraban az elemek 0sszege 42. Bizonyitsuk be, hogy ha a méatrix
egyik oszlopanak minden elemét kicseréljiik 1-esre, akkor az igy kapott j matrix determinansa
42-edrésze lesz az eredeti métrix determinansanak.

14. Az alabbi A matrixra det A = 45653. Mennyi det B értéke?

9 2 81 21 9 4 8 2 2 2
4 72 7 6 9 271739
A:643183 B:683286
8 3 046 5 4 3 04 3 5
217390 2276 90
0569 8 4 0539 44
15. Bizonyitsuk be, hogy

1849 1444 1896 1222
1490 1703 1790 1526 £ 0
1342 1566 1541 1514 '
1242 1552 1382 1825



