A szamitastudomany alapjai 2024. 1. télév

10. gyakorlat. Osszeéllitotta: Fleiner Tamas és Varga Kitti
Tudnival6k

Def: Egy V C R"™ halmaz alteret alkot, ha nem iires, valamint ha zart az Gsszeadasra és a
skalarral valo szorzésra, azaz u + v, \u € V teljesiil minden uw,v € V és minden A € R esetén.
Jelolése: V < R™,

Def: Az u,,...u, vektorok altal generdlt altéren az u,,...u, vektorok linearis kombinacidinak
halmazat értjik. Jelolése: (u,...uy;).

Def: Az u,,...u, vektorok a V' < R™ altér generdtorrendszerét alkotjak, ha (u,,...u;) =V.

Kicserélési lemma: Legyen V' < R"” egy altér, F' C V egy lineéarisan fliggetlen rendszer, G pedig
V' egy generatorrendszere. Ekkor tetszéleges f € F esetén létezik g € G, amelyre F'\ {f} U {g} is
linearisan fiiggetlen. B - B -

F-G egyenl6tlenség: Legyen V' < R” egy altér, FF C V egy linearisan fliggetlen rendszer, G
pedig V' egy generatorrendszere. Ekkor |F| < |G|.

Def: AV < R" altér bdzisdn a V' egy linearisan fiiggetlen generdtorrendszerét értjiik.

Allitas: Ha F egy linearisan fiiggetlen rendszer, G pedig egy generatorrendszer a V. < R™
altérben, akkor F kiegészithets, G pedig kiritkithato V' egy bézisava.

Ko6v.: Minden altérnek van bazisa.

Kov.: Legyen V < R” egy altér, F© C V egy linearisan fliggetlen rendszer, G pedig V' egy
generatorrendszere. Ha |F| = |G|, akkor F' és G a V bazisai.

Tétel: Ha By és By a V < R" altér bazisai, akkor |B;| = |Ba|.

Def: A V <R" altér dimenzidgja dimV = k, ha V-nek van k-elemt béazisa.

Allitas: Ha B a V < R" altér bazisa, akkor minden v € V vektor egyértelmien fejezhets ki a
B bazis elemeinek linearis kombinécidjaként.

Def: Ha B = {b;,...,b.} a V < R"™ altér bazisa, és v = A\1b; + ... + A\b,, akkor a v vektor B
bdzis szerinti koordindtavektora

A
lv]p = :
Ak
Gyakorlatok

1. Alteret alkotnak-e R®-ben az alabbi részhalmazok?

(a) A V halmaz azon vektorokbol all, melyeknek az elsé 4 koordinataja szamtani sorozatot
alkot, az utols6 koordinata pedig az els6 4 koordinata Gsszege.

(b) A W halmaz azokbol a vektorokbol all, amelyek els6 harom koordinatajanak az Gsszege
legalabb annyi, mint az utols6 két koordinatajuk osszege.

2. Alteret alkot-e R*-ban a V = {(x,9,2)" : © +y + 22 > 0} vektorhalmaz, ahol (z,y,2)" azt a

3-magassagu oszlopvektort jeloli, melynek koordinatai fentrdl lefelé z, y, 27 (pZH ’23)
3. Legyen
2 -1 0 1
u= 0 y U= 2 y W= -1 y 4= 0 )
-1 0 2 0

(a) Hatérozzuk meg az u és v vektorok altal generalt alteret.
(b) Generatorrendszert alkotnak-e R3-ban az u, v, w vektorok?

(c) Béazist alkotnak-e R3-ban az u, v, w vektorok? Ha igen, hatérozzuk meg a koordinatavek-
torat eszerint a béazis szerint.

(d) Hatarozzuk meg az u és v vektorok altal generalt altér dimenzi6jat.
e) Hatarozzuk meg az u, v, w vektorok &altal generalt altér dimenzi6jat.
g g J

4. Generéatorrendszert alkotnak-e R3-ban az a = (1,1,0)", b= (2,2,1), ¢ = (3,4,2)" vektorok?

5. Bazist alkotnak-e R3-ban a v, = (=1,2,7)7, vy, = (1,-3,—6)7 és vy = (5,42,3)7 vekto-
rok? (ZH *22)



6. Legyen b, = (1,3, —2)" és by = (2,1,1)" mellett B = {b;,b,} a V < R3 altér bazisa. Hataroz-
zuk meg a v = (1,—7,8)" € V vektor B bézis szerinti [v]p koordinatavektorat. (pZH ’22)

7. Hatarozzuk meg az 1. feladatbeli alterek dimenziojat.

8. Alljon a V < R* altér azokbol az z € R* oszlopvektorokbol, amelyekre fennallnak az z1 — x5 +
x3 = 0 és a 2z1 + 3x9 — x3 + x4 = 0 egyenletek. Hatarozzuk meg a V' altér dimenziojat. (A
feladat teljes értékii megoldasdhoz nem sziikséges megmutatni, hogy V' valoban altér.)

9. Alteret alkotnak-e R-ben azok az x = (x1, 12,23, 74)" oszlopvektorok, amelyekre x,, z,, T3, Ty
vagy Zo,Ts, X, ; szamtani sorozatot alkot? (ZH ’23)

10. Legyen

2 3 2
Z_)l = 4 ) [_)2 = —2 , U= 36
1 2 P
A p paraméter milyen értékére igaz a v € (b, by) allitas? A p ezen értékére hatarozzuk meg a
[v] g koordinatavektort, ahol B = {b;,b,}.

11. Mely p valés szamok esetén teljesiil, hogy az alabbi vektorrendszert R* bazisava lehet kiegé-

sziteni?
1 1 1
1 1 1
11’ 11’ D
1 p p

12. BEgeészitsiik ki az u; = (5,2,—4,2)", uy, = (3,0,1,1)7, us = (2,1,1,2)" vektorokat az R* tér
bazisava, ha lehet.

13. Nevezziink egy R>-beli vektort Fibonacci-tipustinak, ha a (feliilr6l szdmitva) har-
madiktol kezdve mindegyik eleme a folotte allo két elem osszege. Igy példaul a 3
jobbra lathato vektor Fibonacci-tipusi. 1

(a) Mutassuk meg, hogy a Fibonacci-tipust vektorok alteret alkotnak R5-ben. 9

(b) Hatarozzuk meg ennek az altérnek a dimenzidjat, valamint adjuk meg en- 1
nek az altérnek egy olyan bézisat, amely tartalmazza a példaként megadott 3
vektort.

14. Az R"-beli vy,v,,...,v, vektorokrdl tudjuk, hogy az Gsszegiik a nullvektor. Bizonyitsuk be,
hogy

(U1, V9, V) = (Ugy U3, -+, V)

15. Bizonyitsuk be, hogy az R? tér két 50-dimenzios alterének mindig van a nullvektortol kiilon-
b6z6 kozos eleme.

16. Legyenek U és V olyan 10-dimenziés alterek R?’-ban, amelyeknek a nullvektoron kiviil nincs
kozos eleme. Mutassuk meg, hogy minden 2 € R? vektorhoz talalhatok olyan u € U és v € V
vektorok, amelyekre z = u + v.

17. Tudjuk, hogy az a, b, ¢, d vektorok bazist alkotnak R*-ben. Hatarozzuk meg az a +b,c+d,a+
¢, b+ d vektorok altal generélt altér dimenzidjat.

18. Az R™Dbeli a,b, ¢, d vektorokrol tudjuk, hogy az a, b, ¢ vektorok linearisan fiiggetlenek, de az

a+b+c,a—b—3d a+ ¢+ bd vektorok linedrisan Osszefiiggbk. Kovetkezik-e ebbdl, hogy
d € (a,b,c)?



