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9. gyakorlat. Osszeéllitotta: Fleiner Taméas és Varga Kitti
Tudnivalok

Def: Az u,,...,u;, vektorok linedris kombindcidja alatt egy Mu, + ... + Mgy, kifejezést ér-
tiink, ahol \; € R Vi. Trwidlis linedris kombindcio: olyan linearis kombinacié, amiben minden )\,
egyiitthato 0.

Def: Az {u,,...,u,} vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, ha a nullvektort csak a trivialis linearis
kombinaciojuk allitja els, azaz a \ju; + ... + Ay, = 0 kizardlag abban az esetben teljesiil, ha
A =...= =0
Ellenkez6 esetben a vektorrendszert linedrisan dsszefiiggdnek nevezzik.

Lemma: Az {u,,...,u;} vektorrendszer pontosan akkor linearisan fiiggetlen, ha egyetlen vektora
sem &ll el§ a tobbi linearis kombinacidjaként.

Gyakorlatok
1. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszereket a valés szdmok korében.
r+y+z = 6 20 —y+52 = 3
2¢x+3y—2z = 0 3r+2y+ 62 =
or+7T7y—3z = 6 dr —9y+132 = 9

2. Oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert a valés szamok korében.
xr1 + 2.’13'2 + 3555 + 4.1’4 = 14
211 + 6x9 + 1023 + 624 + 2205 = 28
T+ 5%2 + 9%3 + 2374 + 6375 = 16

3. Oldjuk meg az alabbi lineéris egyenletrendszereket. A maéasodik egyenletrendszer megoldasait
minden val6s p esetén hatarozzuk meg.

201 + 1029 — 223 + 424 = 2 201+ 1029 — 223 + 424 = 2
5r1 + 2319 — 923 + 1224 = -—1 5x1 4+ 23x9 — 93 + 1224, = —1
—x1+ 113 — 224 = 34 —x1+ 11y — 2z, = 34
31+ 1729 + 23+ 724 = 21 31+ 17xo + a5+ 724 = p
4. Legyen
1 0 0 1 1
u= 2 v = L w = 0 a= L b= !
- o - 2 17 = 117 = 0o - 1
0 0 2 4 4

(a) Lineérisan fiiggetlenek-e az u, v, w vektorok?
(b) Kifejezhet6-e az u, v, w vektorok alkalmas lineéaris kombinéaciojaval az a vektor?
(c) Kifejezhet-e az u, v, w vektorok alkalmas lineéaris kombinaciojaval a b vektor?

(d) Mely vektorok fejezhetsk ki az u, v, w vektorokbol?

5. Legyen
2 -1 0 1
U= 0], v= 2], w=| -1], a=1]0/,
-1 0 2 0

(a) Linearisan fliggetlenek-e az u, v, w vektorok?

(b) Kifejezhets-e az u és v vektorok alkalmas linearis kombinécidjaval az a vektor?

(c) Mely vektorok fejezhetdk ki az u és v vektorokbol?

(d) Kifejezhets-e az u, v, w vektorok alkalmas linearis kombinéaciojaval az a vektor?
)

(e) Mely vektorok fejezhetsk ki az u, v, w vektorokbol?
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Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszert. Legfeljebb mennyi lehet egy megoldasban az
T ismeretlen értéke, ha x4 < 137 (ZH ’22)

T+ x9 + 21’3 = 4

211 + 319 + 43 — 324 11
221 + X9 + 4x3 + 324 5
Xr1 — 3.2132 + 2.173 + 12.%4 = =8

Van-e olyan megoldasa az alabbi linearis egyenletrendszernek, amiben az xy valtozo értéke
pontosan 2-szerese az 3 valtozoénak? (pZH ’22)

x|+ 21’2 -+ 21’3 +x4 = 10
T1+ To + 4LL’4 = 3
4[E1 + 5[E2 + 31’3 + 1].1['4 = 22

Dontsiik el, hogy a p valés paraméter milyen értékeire van megoldésa az aldbbi egyenletrend-
szernek. Ha van megoldas, adjuk is meg az Osszeset.
1+ 5r9 — lag +4xs = 2
1+ 8xy +8x3—2x4 = 14
31+ 1329 — 923 +p-24 = —2
21 + 1429 + 1023+ (p—3) - x4y = 23

T+ 21’2 + 4133 = 6
Ty + 8x9 + 1025 12
221 + 632 +pr3s = 6

Hatarozzuk meg az alabbi egyenletrendszerek 6sszes megoldasat minden pozitiv egész n esetén.

T+ 2o = 1

rn+xrot+z3+...+x, = n
1 2 3 vty = 1

T+ 205+ 223+...+22, = n—1

. xn_l—i_'rn : 1
T+ 229+ 323+ ...+ nx, = 1 T +x = 1

A p valos paraméter milyen értékeire linearisan fiiggetlenek-e az alabbi, R*-beli vektorok?

1 1 -2
2 —1 -1
3|’ P 1
D 8 p

g:

Legyen a, b, c linearisan fliggetlen vektorrendszer egy tetszéleges vektortérben. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor az a — b, a — ¢, b + ¢ vektorrendszer is linearisan fiiggetlen.

Legyenek a, b, ¢ az R" tér lineérisan fliggetlen vektorai. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a 2a, a+0b,
a + ¢ vektorok is lineédrisan fiiggetlenek.
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Egy négyvéltozos linearis egyenletrendszerbdl barhogyan is hagyunk el egy egyenletet, a kapott
egyenletrendszer egyértelmtien megoldhato lesz. Legkevesebb hany egyenletet kell tartalmaz-
zon az eredeti egyenletrendszer?

Egy linearis egyenletrendszerrdl tudjuk, hogy van olyan megoldésa, amiben a valtozok Gsszege
2020, de olyan megoldasa méar nincs, amiben a valtozok Osszege 2021. Eldénthets-e ennyi
informéci6é alapjan, hogy ugyanennek a linearis egyenletrendszernek van-e olyan megoldasa,
amiben a valtozok Osszege 20227

Megadhato-e R*-ben 4 darab vektor tgy, hogy koziiliikk barmely 2 linearisan fiiggetlen legyen,
de semelyik 3 ne legyen linearisan fiiggetlen?

Tegyiik fel, hogy vy, v,, ..., v, vektorok linearisan fiiggetlenek. A p paraméter mely értékeire
teljesiil, hogy a vy — vy, V9 — Vs, ..., Vs — U, U, — p-v; vektorok szintén linedrisan fiiggetlenek?

Tegyiik fel, hogy az v,, v,, ..., v,, vektorok kozott pontosan egy olyan van, ami kifejezhetd
a tobbi linearis kombinacidjaként. Mutassuk meg, hogy ekkor ez a vektor csakis a nullvektor
lehet.



