A szamitastudomany alapjai 2024. 1. télév
8. gyakorlat. Osszeallitotta: Fleiner Tamas és Varga Kitti

Tudnivalok

Def: A G graf sikbarajzolhato, ha 1étezik G-nek olyan diagramja, amiben az éleknek megfelels
gorbék (torottvonalak) csak végpontokban metszhetik egymast. Az ilyen tulajdonsagu diagramot
sikbaragzolt grdifnak hivjuk. A sikbarajzolt graf a sikot tartomdnyokra (lapokra) osztja. Lesz egy
végtelen tartomény, az un. kilsd tartomany. Gémbre rajzolason lényegében ugyanezt értjik, csak
sik helyett a gémb felszinén dolgozunk, kiils6 tartoméany nincs.

Tétel: A G graf pontosan akkor sikbarajzolhato, ha G gémbre rajzolhato.

Kov.: Tetsz. konvex poliéder élhaloja sikbarajzolhato.

Dualis kézfogas-lemma (DKFL): Ha egy G sikbarajzolt grafnak e éle van, és az egyes
tartomanyait £1, s, ..., ¢; él hatarolja, akkor 2¢ = S°i_ ¢;. (Multiplicitdssal szamolunk: Ha egy
wv él mindkét oldalan ugyanaz a t; tartoméany fekszik, akkor uv-t kétszer szamoljuk ¢;-be.)

Tétel: Ha egy G sikbarajzolt grafnak n csicsa, e éle, & komponense és t tartoménya van,
akkorn +t=e+ k+ 1.

Kov.:

(1) Ha G sikbarajzolhato, akkor barmely sikbarajzolasanak ugyanannyi tartomanya van.
(2) (Euler-féle poliéderformula) Ha G of sikbarajzolt graf, akkor n +t = e + 2.
(3) Ha G egyszert, legalabb 3-pontt, sikbarajzolt graf, akkor e < 3n —6 .
(4) Ha G-nek haromszoglapja sincs, akkor még e < 2n — 4 is igaz.
(5) Ha G sikbarajzolhato és egyszert, akkor van legfeljebb 5-6dfoku csticsa, azaz §(G) < 5.
Def: Topologikus K3 3 ill. K5 alatt olyan grafot értlink, amit K3 3-bol ill. K5-bél tgy kapunk,
hogy tetszéleges szamu élt kozos belsé pont nélkiili utakkal helyettesitiink.
Kuratowski-tétel: A G graf pontosan akkor sikbarajzolhaté ha G nem tartalmaz sem topo-
logikus K3 3, sem topologikus K5 részgréafot.

Gyakorlatok

1. Hény csiicsa van egy olyan Osszefiiggs sikbarajzolhato grafnak, aminek harom haromszog-
lapja, hdrom négyszoglapja és egy Otszoglapja van?

2. Egy 20-csticst konvex poliédernek 12 lapja van, mind ¢-oldalt sokszog. Mennyi az ¢ értéke?

3. Sikbarajzolhatok-e a Kg, K2, Ka3, K5 — ¢, K33 — e grafok? Hat az alabbiak?
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4. Tekintslink egy kockat és annak egy testatlojat. Legyenek a G graf csiicsai a kocka csticsali,

és két cstics kozott akkor fusson él G-ben, ha ezen csiicsok a kocka egy élének vagy a kijelolt
testatlojanak a végpontjainak felelnek meg. Sikbarajzolhato-e a G graf? (pZH 22)

5. Maximalisan hany élt lehet hozzavenni az alabbi grathoz tgy, hogy egyszert, sikbarajzolhato

grafot kapjunk?
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. Legkevesebb hany élt kell behtzni az alabbi grafba ahhoz, hogy a kapott graf ne legyen
sikbarajzolhat6? (ZH '22)
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Tegyiik fel, hogy a G egyszerd graf harom olyan feszitéfat tartalmaz, amiknek nincs k6zos
¢le. Bizonyitsuk be, hogy ekkor G tartalmaz topologikus Kj5-6t vagy topologikus K3 3-at.

. Egy grafban minden pont foka legfeljebb 3, és minden kore legfeljebb 5-hosszii. Mutassuk

meg, hogy a graf sikgraf.

. Egy 20-csticst, 18-éld grafnak két komponense van. Mutassuk meg, hogy a graf sikbaraj-

zolhato.
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Igazoljuk, hogy ha egy egyszerii G grafnak legalabb 11 csticsa van, akkor G és G koziil
legaldbb az egyik nem sikbarajzolhato.

Tegyiik fel, hogy G olyan 6sszefliggs, sikbarajzolt graf, amelynek 14 tartomanya van, minden
csucsanak fokszama 3 vagy 6, és a harmadfoki csiicsok szama kétszerese a hatodfokiakénak.
Hany csticsa és hany éle van G-nek?

Abszurdisztan adéhivatala egy papirfecnin szerzett értesiilés nyomén szeretne felderiteni bi-
zonyos AFA-csalasokat. A szovevényes biiniigy felgongyolitéséhez elkészitettek egy G grafot.
G pontjai a gyantus cégek, és két cstucs kozott akkor fut él, ha a két szoban forgd cég egyi-
ke szamlat allitott ki a mésiknak. Az adatok gondos analizise nyoméan az dertilt ki, hogy
minden gyanis cégnek legaldbb hat masik gyanus céggel volt méar kozos szamléazasi ligye. A
nyomozas sikerének pedig az a kulcsa, hogy ez a GG graf atlathato legyen, azaz, hogy G-t ugy
lehessen lerajzolni egy datummal, pecséttel és alairassal ellatott okményra, hogy élek belsé
pontban ne keresztezzék egymaést. (Ha ugyanis eredménytelen marad a probalkozas, akkor
sajnos képtelenség felderiteni az csalasokat.) Sikeriil-e vajon nyakon csipni az elvetemiilt
btinézsket? (ZH ’14)
Egy mezén k haz és k kuat all (ahol £ € N). Minden haztol pontosan 4 (kiilénb6z8) kiathoz
vezet ut (méghozzéa kozvetleniil, vagyis més hazak vagy kutak érintése nélkiil). Mutassuk
meg, hogy biztosan van két olyan 1t, amelyek keresztezik egymaést!

A Kj 5 grafot ugy rajzoltuk le a sikra, hogy semelyik harom élnek sincs kozos belsé pontja.
Bizonyitsuk be, hogy ekkor legalabb 9 élmetszéspont keletkezik. Mutassuk meg, hogy Ko
ugyanilyen megkotésekkel torténd lerajzolasakor legalabb 42 élmetszéspont keletkezik. (1%)
Mutassuk meg, hogy a Kj, Kg, Ky és a K33 grafok mindegyike toruszra (tszogumira)
rajzolhatd. Bizonyitsuk be, hogy ha a G graf sikbarajzolhato, és G-be behtuzunk egy e élt,
akkor a kapott G + e graf téruszra rajzolhato.

[gazoljuk, hogy ha G olyan 0Osszefiiggs, sikbarajzolt graf, amelyben minden fokszam pa-
ros, akkor G tartoményai kiszinezhet6k sakktablaszertien két szinnel tgy, hogy az élben
szomszédos tartomanyok szine egymaéstol kiilonbo6zé legyen. (1)



