A szamitastudomany alapjai 2024. 1. télév
7. gyakorlat. Osszeéllitotta: Fleiner Taméas és Varga Kitti

Tudnival6k

Def: A G = (V, E) graf Euler-(kor)sétdja a G olyan (kor)sétaja, mely G minden élét tartalmazza.

Tétel: Tetszoleges G = (V, E) véges grafra G-nek pontosan akkor van Euler-korsétaja ha (1)
G izolalt pontoktol eltekintve Gsszefiiggs és (2) G minden cstuicsdnak fokszama péaros. Euler-sétéja
pedig pontosan akkor van G-nek, ha (1) mellett teljestil, hogy (2") G-nek legfeljebb 2 paratlan foku
cstcsa van.

Def: A G graf Hamilton-kére (Hamilton-itja) egy G minden cstcséat tartalmazo kor (1t).

Allitas: Ha a G grafban létezik Hamilton-kor (ill. Hamilton-tit), akkor G-nek k tetszSleges
pontjat tordlve, a keletkezs grafnak legfeljebb & (ill. £+ 1) komponense van.

Def: Az n-cstcst, egyszert G graf u, v csucsai gazdag part alkotnak, ha d(u) + d(v) > n.

Dirac tétele: Ha egy n-cstcst (n > 3), egyszerii G gratban minden fokszam legalabb %, akkor
G-nek van Hamilton-kére.

Ore tétele: Ha egy n-csticst (n > 3), egyszert G graf barmely két nemszomszédos csiicsa gazdag
part alkot, akkor G-nek létezik Hamilton-kore.

Hizlalasi lemma: Ha egy n-pontu G grafban u,v gazdag par, akkor G és G + uv kozil vagy
mindkét grafnak van Hamilton-kore, vagy egyiknek sincs.

Ko6v.: Ha van Hamilton-kore egy olyan G'-nek, amit a hizlalasi lemmaban leirt élek behuzaséaval
kapunk G-bdl, akkor G-nek is van Hamilton-kore.

Gyakorlatok
1. Legyen G a {p1,p2, ..., ps2} ponthalmazon az az egyszerd graf, amire a p; és p; csicsok ponto-
san akkor szomszédosak, ha |i — j| < 2. Van-e G-ben Euler-korséta, Euler-séta, Hamilton-kor,
ill. Hamilton-at? (V°01)

2. Bejarhato-e a) a 4 x 4-es, b) a 3 x 5-0s, ¢) a 3 X 6-0s sakktébla egy huszarral ugy, hogy
minden mez6t pontosan egyszer érintiink? d) Van-e a 4 x 4-es sakktablan a huszarnak olyan
lépéssorozata, ami minden, egyméstol huszarlépésre 1év6 mezGpar kozott pontosan egy lépést
tartalmaz?

3. A 101-cstcsu, egyszerii G graf egyik csiicsanak a fokszama 50, az Gsszes tobbi csicsanak a
fokszéama pedig legalabb 51. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton-kor.
4. Legyen GG az abran lathato graf.
(a) Van-e G-ben Euler-korséta, Euler-séta, Hamilton-kor, illetve

Hamilton-ut? a
(b) Legkevesebb héany élt kell térolni a G grafbol ahhoz, hogy a ka- b ¢ d
pott grafnak legyen Euler-korsétaja? (ZH ’23)
(c) Van-e G-nek Hamilton-kore? Ha van, akkor legkevesebb hany g
élt kell torolni G-bdl, hogy a kapott grafnak ne legyen Hamilton- € f
kore? (pZH 23) h

5. A G grafnak 3 piros, 3 fehér és 5 zold csticsa van. Minden piros cstics 0ssze van kotve minden
fehér cstuccsal, minden z6ld cstcs Gssze van kdtve minden mas zold csiicesal, és méas él nincs
G-ben. a. Legkevesebb hany élt kell behiizni G-be az egyszertiség megtartasédval ahhoz, hogy
az igy kapott grafnak legyen Euler-korsétaja? (ZH °22)
b. Van-e G-nek Hamilton-kére? Ha nincs, akkor legkevesebb hany élt kell behtzni G-be ahhoz,
hogy a kapott grafnak legyen Hamilton-kore? (pZH ’22)

6. Legyenek a G graf csicsai az 1,2,...,101 szamok, és az i és a j cstucsok akkor legyenek
Osszekotve, ha ¢ + j oszthatd 3-mal. Hatarozzuk meg, a legkisebb k értéket, amire igaz, hogy
G-be k élt behtizva olyan egyszert graf kaphato, aminek van a) Euler-sétaja, b) Euler-korsétéja,
¢) Hamilton-utja, ill. d) Hamilton-kére.

7. Igazoljuk, hogy ha egy egyszerd G grafnak 20 csticsa van és barmely fokszama legalabb 12,
akkor G-nek van két olyan Hamilton kore, melyeknek nincs kozos éle. (pZH ’14)



10.

11.

12.

. A 101-csticstu, egyszerti G graf pontosan két csticsanak a foka 50, az Osszes t&bbi cstcsénak a

foka legalabb 51. Bizonyitsuk be, hogy G-ben van Hamilton-ut.

. A G egyszerii grafnak 2k + 1 csticsa van és minden csiicsénak legaldbb k a foka. Bizonyitsuk

be, hogy G-ben van Hamilton-tut. (ZH '01)

222 politikus mindegyike legaldbb 133 masikat ismer, akik koziil legfeljebb 22-t utal. Az
ismeretség és az utalat is kolcsonds. Bizonyitsuk be, hogy a 222 politikus tgy tudja él6
lanccal koriilvenni a Tiiskecsarnokot, hogy a szomszédos lancszemek ismerjék, de ne utéljak
egymast. (ZH '15)
Egy tarsasdgban barmely két embernek legalabb két kozos ismerése van. Igaz tovabba, hogy
barmely két ember vagy ismeri egymést, vagy a tarsasag barmely harmadik tagjat legalabb
az egyikiik ismeri. Bizonyitsuk be, hogy a tarsasag tagjai leiiltethetSk egy (megfelel6 méret)
kerek asztal koré tigy, hogy mindenki két ismerése kozott iiljon. (ZH ’00)

Legyen G egy 10-cstcst, egyszeri graf. Bizonyitsuk be, hogy G-nek nincs Hamilton-kore, ha
a csucsok fokszamai pedig rendre 3,3,3,4,4,4,4,9,9,9. (pZH ’16)
Mutassuk meg, hogy G-nek van Hamilton-kore, ha a cstcsok fokszamai 3,3,4,5,5,5,5,5,5,6.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

A G egyszerd grafnak 33 piros, 777 fehér, 333 zold, valamint 77 sarga cstucsa van. Két cstcs
kozott pontosan akkor fut él, ha azok kiilonb6z6 szintiek. Behuzhaté-e G-be néhéany tovabbi
él gy, hogy olyan egyszerii grafot kapjunk, aminek van Euler-sétaja? (pZH '17)

A mellékelt abra Abszurdisztan févarosa szennyvizhalozatanak vazlatos rajzat mutatja. A
vonalak a csatornakat jelképezik. Minden egyes csomopontban, ahol csatornak talalkoznak,
egy-egy létra vezet a felszinre. Nem zarhato ki, hogy tigynevezett endzsio terroristak egy satani
terv keretében valahol megmérgezték a szennyvizhalozatot. Ezért fertGtleniteni kell minden
egyes csatornat, aminek az a modja, hogy a kozszolgalati csatornak él6 kozvetitésében egy erre
a feladatra specialisan kiképzett szakember stlyos véddfelszerelésben végigkiuszik a cséveken.
Mivel a szkafanderre is ratapadhat a szennyvizet szennyezd ismeretlen méreg, a mar fertst-
lenitett szakaszra nem szabad ismételten behatolni. Legalabb hényszor kell a szakembernek
kievickélnie a csatornabodl ahhoz, hogy a teljes fertétlenitést elvégezhesse? (ZH ’08)

Mutassuk meg, hogy ha G egy 12-regularis graf, akkor élei pirosra és zoldre szinezhetdk ugy,
hogy minden csticsb6l pontosan 6 piros és 6 zold él induljon.

Kritikus a helyzet: Abszurdisztan févarosat, Mutyipusztat savkops menyétek invazidja fenye-
geti. A jobb oldali abran lathato a févaros térképe: az egyes utak mellett all6 szamok az
adott utvonal hosszat jelolik. A veszélyt — mint mindig — most is az tligyeletes szuperhds,
Orarugogerincti Felpattané héritja el. Mesteri tervének végrehajtasa mellett (miszerint heli-
kopterrdl lugot permetezve semlegesiti a betolakodokat) még ebben a valsagos pillanatban is
a kozvagyon megovasa a legf6bb célja. Ezért amellett, hogy minden utcat végigpermetez és
visszatér a szabadon valasztott kiindulasi pontra, szeretné egyuttal minimalizalni a lerepiilt
Ossztévot is. Segitsiink Orarugogerinctinek abban, hogyan valasszon ttvonalat! (*) (ZH ’16)

A bélesiben nyuszis-cicas dominokkal jatszanak a gyerekek: a 24-darabos készlet kovei a 4-féle
nyuszibol és 6-féle cicabol alkothatd parok. Lehet-e az 0sszes dominobol olyan kort alkotni,
ahol az egymast kovets koveken egymas mellett allo képek megegyeznek? (*)

Azt mondjuk, hogy az n-csiicstt G egyszerd grafnak u,v cstcsai tehetds pdrt alkotnak, ha
d(u) + d(v) > n — 1. Tegyiik fel, hogy (u,v) tehetGs part alkot. Igazoljuk, hogy G-nek
pontosan akkor van Hamilton-utja, ha a G 4+ uv grafban van Hamilton-ut. (*)



