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6. gyakorlat. Osszeallitotta: Fleiner Tamas és Varga Kitti
Tudnivalék

Def: Mélységi bejards (avagy DFS) alatt olyan grafbejarast értiink, amikor mindig a lehetd
legkéssbb elért cstcsbol kertil elérésre a soron kovetkezének elért cstics. Az elérési illetve befejezési
sorrendbdl adodik minden v cstucshoz egy m(v) mélységi ill. b(v) befejezési szdam.

Megfigyelés: (1) Ha uv faél vagy eldreél, akkor m(u) < m(v) és b(u) > b(v), ha uv visszaél,
akkor m(u) > m(v) és b(u) < b(v), ha pedig uv keresztél, akkor m(u) > m(v) és b(u) > b(v).

(2) Kovetkezmény: iranyitatlan graf DFS bejarasa utan nincs keresztél.

Def: A G = (V| E) iranyitott graf aciklikus avagy DAG (directed acyclic graph), ha G-ben nincs
iranyitott kor.A G cstcsainak egy vy, vs, ..., v, sorrendje topologikus sorrend, ha G minden éle egy
kisebb sorszamu cstcsboél egy nagyobb sorszamiiba mutat?

Ko6v.: (1) Ha G DAG, akkor a DFS uténi befejezési sorend megforditasa topologikus sorrend.
(2) Tetszbleges G = (V, E) iranyitott grafra az alabbi harom tulajdonsag ekvivalens:

(a) G DAG, (b) G cstucsainak van topologikus sorrendje, (¢) G DFS bejarasa utan nincs visszaél.

A PERT probléma: Input: a G = (V, E) DAG és egy ¢ : E — R, hosszfiiggvény.

Output: Minden v € V cstcsra egy v-be vezetd leghosszabb iranyitott Ut és annak a hossza.

A PERT modszer: Meghatarozzuk G egy vy, vs, ..., v, topologikus sorrendjét (pl DFS-sel).
A k(v;) = max ({k(vj) + c(vjv;) s vju; € EYU{0}) formulaval sora kiszamitjuk a k(v1), k(v2), ...
kezdési idgket ill. megjeloljik mindazon v;v; éleket, amelyek mentén a maximum eléretik.

Def: A PERT kritikus utja a G egy leghosszabb tutja, kritikus tevékenység pedig olyan cstcs,
ami kritikus tton van.

Megfigyelés: (1) Kritikus ut forrasbol nyel6be vezet, és (2) tobb kritikus 1t is lehetséges.

(3) A kritikus utak minden élét megjeloltiik a PERT modszer soran.
(4) Egy tevékenység pontosan akkor kritikus, ha annak megkezdésében a legkisebb mértéki cstszas
is a teljes projekt befejezésének késését okozza.

Gyakorlatok
1. Ellistaikkal adottak az alabbi iranyitott grafok. Gi: a: b, ¢, d; b: d; e d; d:e; e a
Gy a: f,g; bia,g; c-; di-; ecd fre gef

(a) Keressiink a GG és Gy grafokban egy-egy mélységi feszits erdot.
(b) Déntsiik el mélységi bejaras segitségével, hogy ezek a grafok aciklikusak-e.
(c) Amelyik graf aciklikus, abban adjunk meg egy topologikus sorrendet.

2. A 6-pontu, iranyitott G egy mélységi bejardsanal a mélységi, illetve a befejezési szamok a
kovetkezok. x: (1,6); y: (2,4); =z: (6,5); w: (3,3); wv: (4,1); w: (5,2)
Adjuk meg a bejarashoz tartozo mélységi feszitéfa éleit.

3. Az lenti els6 abran egy egyszertd G iranyitatlan graf egy i gyokérd DFS faja (azaz egy i-bol
inditott mélységi bejarasa utani feszitéfaja) lathato. Hatarozzuk meg G e-bél indulo éleit, ha

dg(e) =7.
4. Legfeljebb hany éle lehet az egyszert, iranyitott G grafnak, ha G-nek a,b,c,d,e és d,b,c,a,e
is topologikus sorrendje? (pZH ’22)

5. Hatarozzuk meg a lenti mésodik és harmadik abran lathato PERT problémakban a legrovidebb

végrehajtéasi id6t és a kritikus tevékenységeket.
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6. A fenti negyedik abran lathato a G graf egy mélységi faja. Honnan indulhatott a bejaras, ha
tudjuk, hogy b és c ill. a és e szomszédosak G-ben? (ZH ’14)




7. Tegyiik fel, hogy az alabbi bal oldali dbran lathato F' fa a G egyszerd grafnak egyszerre h-
gyokerd BFS faja és d-gyokerd DFS faja. Legfeljebb hany éle lehet G-nek?
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8. Hatarozzuk meg a fenti kozépss dbran lathato PERT probléma minimaélis végrehajtasi idejét!
DAG-ot kapunk-e akkor, ha a cf él iranyitasat megforditjuk? Ha igen, akkor mennyi lesz az
igy kapott PERT probléma minimaélis végrehajtasi ideje? (ZH *22)
9. A fenti jobb oldali 4bran lathato G graf egyes éleire irt szamok azt
jelentik, hogy hany kincset tudunk Osszegytjteni az adott élen. Ha-
tarozzuk meg, mennyi az Gsszesen Osszegytijthets kincsek szama, ha a
graf tetszdleges pontjabol indulhatunk, de csak iranyitott élek mentén
haladhatunk. (!)

10. Hatéarozzuk meg az oldalt dbrazolt PERT probléma miniméalis végre-
hajtasi idejét! Elérhet6-e a cd élre irt szam megvaltoztatasaval, hogy
egy korabban kritikus tevékenység a valtoztatds utan ne legyen kriti-
kus?

11. Igaz-e, hogy ha egy n csucsu, aciklikus, iranyitott G grafban van egy n — 1 éld irdnyitott 1t,
akkor GG csticsainak pontosan egy topologikus sorrendje van? (ppZH ’14)

12. Legyen G egy DAG, és tegyiik fel, hogy az u és v cstcsok kozott egyik iranyban sincs iranyitott
ut G-ben. Mutassuk meg, hogy G-nek van olyat topologikus sorrendje, amelyben u megel&zi
v-t, és olyan is, amelyben v el6zi meg u-t. (!)

13. Hatarozzuk meg az oldals6 abran lathato PERT prob-
léméban a legrovidebb végrehajtasi idét és a kritikus
tevékenységeket a pozitiv p paraméter fiiggvényében.

14. Adjunk olyan eljarast, amely tetszéleges PERT probléma esetén minden tevékenységhez meg-
hatarozza azt a legkésébbi idépontot, amikor az adott tevékenységet elkezdve a teljes PERT
feladat legrovidebb id6 alatti végrehajtasa még éppen nem kertil veszélybe.(!)

15. Adott a PERT probléméat leiro G DAG és a G egy e = wv éle. Tudjuk, hogy x Osszeg
kifizetésével a c(e) érték z-szel csokken. (A tobbi ¢ érték adott, azokra nincs rahatasunk.)
Adjunk olyan eljarast, amelynek segitségével meghatarozhatd az a legkisebb x érték, aminek
kifizetésével a PERT feladat a lehetd legrévidebb id6 alatt végrehajthatova valik.(*)

16. Bizonyitsuk be, hogy minden G = (V, E)) hurokélmentes, iranyitott graf felbonthato két acik-
likus grafra; pontosabban az élhalmazanak van olyan Ej, Ey particidja (E = FE; U Ey és
E1NEy;=10), hogy a G; = (V, Ey) és a Gy = (V, Ey) grafok aciklikusak.

17. Egy adott idGszakra tobb megbizatast is kaphatnank. Mindegyik meghizatas olyan munkat
jelent, ami néhany egymaést kdvets napot foglal le. Adott, hogy melyik megbizatas melyik
nap kezdédik és meddig tart. Tovabba adott mindegyikhez, hogy mennyi pénzt keresnénk
vele. Adjunk hatékony algoritmust annak meghatarozasara, hogy legfeljebb mennyi pénzt
kereshetiink gy, hogy egy napon csak egyféle munkat tudunk elvégezni. (Fizetés csak az
adott megbizatasok teljes elvégzéséért jar.)

18. Egy helytorténész a falu korabbi lakosairél szolo kérdéseire kovetkezd tipusi valaszokat kapta:

1. S; személy meghalt S; sziiletése el6tt; 2. S, személy élete soran sziiletett Sj;
3. S; személy korédbban sziiletett, mint S;; 4. S; korabban halt meg, mint §;.

Egy Si, S; parra nem biztos, hogy szerepel minden valasztipus, és olyan par is lehet, amely
egyetlen valaszban sem szerepel egyiitt. Mivel az emberek idénként rosszul emlékeznek, nem
biztos, hogy minden informécié helyes. Adjunk hatékony algoritmust, amivel k& darab fenti
tipusu valaszrol eldonthets, hogy van-e kézottiik ellentmondas.



