A szamitastudomany alapjai 2024. 1. télév
5. gyakorlat Osszeallitotta: Fleiner Tamas és Varga Kitti

Tudnival6k

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf és egy ¢ : E — R élhosszfv. Egy G-beli (ir) ut hossza az 1t
éleinek Osszhossza, dist,(u,v) pedig az (ir) uv-utak kozil a legrovidebb hosszat jeloli. Az ¢ hosszfv
konzervativ, ha nincs G-ben negativ 6sszhosszisagu (ir) kor.

Def: Adott G = (V, E) (ir) graf, r € V és egy £ : E — R élhosszfv. Az f:V — R fiiggvényt
(r,0)-felsd becslésnek nevezzik, ha f(r) = 0 és f(v) > disty(r,v) teljesiil G minden v cstcsara. Az
e = uv €l menti javitds esetén az f(v) értéket a min{ f(v), f(u) + €(uv)} értékkel helyettesitjiik.

Dijkstra algoritmusa Input: G = (V, E) (ir) graf, ¢ : E — R, nemneg hosszfv, r € V' gyoker.
Output: dist,(r,v) minden v € V-re. Miikédés: Kezdetben Uy := 0, f(r) =0 és f(v) = oo hav # r.
Az algoritmus i-edik fazisaban (i = 1,2,...,|V]) a kovetkezd torténik.

1. Legyen u; az a v csics a V' \ U;_; halmazbol, amelyre f(v) minimélis és legyen U; := U;_ U {u;}.
2. Minden U;-b6l kivezets w;x élen élmenti javitast végziink.
Az output a |V|-adik fazis utani f fliggvény. Szokas megjelolni a végs6 f(v) értékeket beallito éleket.

Allitas: Az algoritmus soran megjelolt élek egy legrévidebb utak fajat alkotjak G-ben: az r
gyokérbdl minden r-bél elérhetd csticshoz vezet olyan legrévidebb 1t is, ami csak megjelolt éleket
tartalmaz.

Gyakorlatok

1. Egy iranyitott graf csucshalmaza V = {a,b,c,d, e, f}, az élek és hosszaik pedig az alabbiak:
s(ab) = 5, s(ae) = 6, s(bc) = 4, s(bd) = 6, s(ca) = 3, s(ed) = 1, s(de) = 2, s(ec) = 2,
s(ef) =1, s(fb) = 3, s(fe) = 1, s(fd) = 1. Dijkstra modszerével hatarozzuk meg a-bol az
Osszes tobbi csticsba vezets legrovidebb 1t hosszat ill. egy a-gyokeri legrovidebb utak fajat.

2. A mellékelt tablazat a Dijkstra-algoritmus lefutasat mutatja a G iranyi-

tatlan grafon. Az egyes sorok az adott fazis utani (r, £)-felsé becsléseket al b) cld] e
adjak meg. a) Hatarozzuk meg, milyen sorrendben keriiltek be az egyes Z;) gz O? 8 z
cstucsok a KESZ halmazba, azaz adjuk meg G cstucsainak az algoritmus as 161 71077
altal meghatarozott uy, us, ..., u, sorrendjét! (ZH ’20) o l16] 71018
b) Mutassunk G-ben egy a-gyokert legrovidebb utak fajat! (ppZH ’20) 90161 710l 18
¢) Hatéarozzuk meg a ac él ¢(ac) hosszat! (pZH ’20)
v | U2 | v3 | va | U5 | Vg
3. Adjuk meg az Osszes olyan minimaélis élszamu ira- 0| o0|oo|oo]|oo| 00
nyitott grafot (élhosszokkal egyiitt), amire a mellé- 8 3 g 03 z (73
kelt tablazat a Dijkstra-algoritmus egy lehetséges ol 21 51 6l 9| 6
futasat dokumentélja. ol 21 51 6| 8| 6
0| 2| 5| 6| 7| 6
4. Legyen V(G) = {vs,vs, ..., 010}, és v;v; € E(G), ha i és j nem relativ primek, azaz van 1-nél
nagyobb kozos osztojuk. Legyen a v;v; él hossza min(i, j) — 1. Hatarozzunk meg a vs csticsbol
minden mas cstcsba egy-egy legrovidebb utat, ha van. (pZH ’14)
b

5. Legyen G az abréan lathato iranyitott graf, az élekre irt szé-
mok az adott él hosszat jelentik. Van-e olyan, a ¢ gyokérbe
befelé iranyitott feszitéfaja G-nek, amely minden x csticsbol
tartalmazza G egy legrévidebb zc-utjat? Ha van ilyen fa,
akkor hatarozzunk is meg egyet. (ZH ’18)




Legyen G az itt lathato graf. Futtassuk le a G grafra a Dijkstra-
algoritmust a b gyokérbsl. Hatarozzuk meg a ¢, d, f és g csticsok Uj;
(KESZ) halmazba keriilésének sszes lehetséges egymas kozti sorrend-
jét egy b-bdl inditott Dijkstra-algoritmus lefutasakor. (pZH 23)

10.

11.

12.

Adott egy véros uthalozaténak osszefiiggd, élsulyozott, iranyitott grafja: a csicsok a csomo-
pontok, az élek a csomoépontok kézotti kozvetlen ttszakaszok, az élek silya pedig azt mutatja,
hogy mennyi idé alatt tud az adott szakaszon egy kerékparos futar végigmenni. Egy, az f
csucsban tartézkodd kerékparos futar azt a feladatot kapja, hogy a néla levé két csomagot
tetszbleges sorrendben, de a lehet§ leggyorsabban kézbesitse ki a varos b és ¢ csomopontjaiba.
Tervezziink algoritmust, aminek a segitségével gyorsan meghatarozhato egy ilyen ttvonal.
Tegyiik fel, hogy az graf élei kozott van egy negativ hossztsagt uv él, a tébbi él hossza pozitiv,
rdadésul G barmely iranyitott korén az élek hosszainak 0sszege pozitiv. Tervezziink hatékony
algoritmust, aminek segitségével a G graf s cstcsabol minden mas cstcsaba meghatarozhato
egy legrévidebb t.

Egy kozépkori kiralysag uthalozata egy n-cstucsu iranyitatlan graffal adott (a cstcsok a varosok,
az ¢lek a koztiik vezets utak). Az A varosbol szeretnénk a B varosba arut vinni, de bizonyos
varosok csak akkor engednek at minket a terményiinkkel, ha vamot fizetiink nekik (az A és B
varosban nem kell vamot fizetni). A vam Osszege fix, nem fiigg az aru mennyiségétsl, de a vam
varosonként mas és mas lehet. Adjunk algoritmust, ami a varosonkénti vamok ismeretében
gyorsan talal olyan ttvonalat, amin a legkevesebb sarcot kell kifizetni.

Adott egy G = (V, E) iranyitott graf, élein egy nemnegativ ¢ : E — R, hosszfliggvény, egy
r gyokérpont, valamint egy e = uv éle G-nek. Legfeljebb egy Dijkstra-algoritmus lefuttata-
sa segitségével hatarozzuk meg azt a legnagyobb x értéket, amennyivel az e él I(e) hosszat
ugy lehet csokkenteni, hogy a GG grafnak egyetlen w cstucsa se kozeledjen r-hez, azaz, hogy
distey(r,w) = disty(r,w) teljesiiljon G minden w csicséra, ahol ¢’ az ((e) x-szel torténd csok-
kentése utani hosszfiiggvényt jeldli.

Adott egy G = (V, E) graf, egy ¢ : E — R, élhosszfiiggvény valamint egy e = uv € E él.
Javasoljunk egy legfeljebb egy Dijkstra-algoritmust futtato eljarast annak a maximaélis értéknek
a meghatarozasara, amennyivel GG két csucsanak a tavolsdga megndvekszik akkor, ha toroljiik
az e élt G-bdl.

Adott a G = (V, F) iranyitott graf, G éleinek egy F' részhalmaza, G egy u cstcsa, valamint egy
k pozitiv egész szam. Tegytik fel, hogy t(e) jeloli azt, hogy mennyi ideig tart az e él mentén
torténd athaladas. Javasoljunk gyors eljarast, amely a G inputban megadott u,v cstcsaira
meghatarozza G egy olyan uv-utjat, ami legfeljebb k£ db F-beli élt tartalmaz, és ami az ilyen
utak kozott a lehets leggyorsabban bejarhato, azaz amire az Ut éleihez rendelt t értékek Gsszege
minimalis. (*)

Ha példaul G egy varos kozlekedési halozata, amiben az egyes élhosszok azt muatjak hogy
mennyi ideig tart az egyik élvégpontbdl a masikba eljutni, és az F-beli élek a kozvetlen bu-
szos Osszekottetést jelentik két csomopont kozott, a tobbi pedig a gyalogosat, akkor ebben
a modellben az a feladat, hogy meghatarozzuk, hogyan lehet leggyorsabban tgy eljutni egy
csomoOpontbol egy masikba, hogy Osszesen csak k buszjegytlink van.



