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3. gyakorlat. Osszeallitotta: Fleiner Tamés és Varga Kitti

Tudnivalék

Def: Ha G = (V, E) egy graf és k : E — R az éleken értelmezett koltségfiiggvény, akkor
G tetsz6leges F' élhalmazanak k(E') kiltsége a E'-beli élek osszkoltsége. Az F C E élhalmaz
minimadlis koltségt feszitdfa (mkffa), ha (V, F) a G feszit6faja, és nem dragabb a G egyetlen
feszit6fajanal sem, azaz l%(F ) < /%(F ") teljestil G minden (V) F") feszit6fajara. min. ktg fesz.
erdd definicioja hasonld.

Kruskal (moho) algoritmus: Input: G = (V, E), k : E — R, ktgfliggvény. Output:
F C E Mikodés: Legyen Fy = (), és E = {eq,ea,...,en}, ahol k(er) < k(es) < ... < k(en).
Az output F' = F),,, aholt=1,2,... m-re
o { F,_1U{e} ha F;_; U {e;} kormentes

F_, ha F;_; U {e;} tartalmaz kort.

Tétel: Legyen G = (V, F) egy graf és k : E — R egy tetsz. koltségfiiggvény, (V, F) pedig
a G egy feszit6faja. F' pontosan akkor mkffa, ha minden c-re teljesiil, hogy F' tartalmazza a
G legfeljebb ¢ koltségi (oleso) élei alkotta graf egy feszits erdejét.

Tétel: Legyen G = (V, FE) egy graf és k : E — R egy tetsz. koltségfiiggvény, (V, F)
a G egy mkffaja (V) F) pedig a G egy tetsz6leges feszit6faja. Tth F = {fi,..., fa_1} és
F' = {fl, o fr by bl b(f1) < oo < k(foa) 1L K < - < K(f_y). Blkor k(£) < k()
teljesiil V1 <4 < n — 1 esetén.

Tétel: A Kruskal-algoritmus F' outputja a G egy min koltségt feszits erdejének élhalmaza.

Gyakorlatok

1. Keressiink a fenti dbran lathato G grafban mkffat!
Hanyféle outputja lehet a G-n futtatott Kruskal-
algoritmusnak?

Hény minimalis koltségi feszitéfaja van G-nek?

2. Legyen G az abran lathato graf irdnyitatlan valtoza-
ta. Hatarozzuk meg a G graf egy minimalis koltsé-
gl feszit6fajat, és dokumentaljuk az algoritmus futéa-
sat. Lehetséges-e egy 6 koltségi él koltségét 22-re no-
velni gy, hogy az 1j koltségfiiggvény szerint minimalis
koltségl feszitéfa koltsége ugyanannyi maradjon, mint
amennyi az eredeti koltségfiiggvény esetén volt?

(Az élek iranyitasatol tekintsiink el.) (pZH '23)

3. A jobb oldali abran lathato G = (V, E) graf élei a fel-
djitando utszakaszokat jelentik. Minden élén két koltség
van: az olcsobbik az egyszeri feldjitas koltsége, a dré-
gabb pedig ugyanez, kerékparat épitéssel. A cél az Osszes
utszakasz felujitasa ugy, hogy Osszefliged kerékparutha-
l6zat épiiljon ki, amin G minden pontja elérhetd.
Hatéarozzunk meg egy legolesobb felujitasi tervet, ami teljesiti ezt a feltételt. (ZH'15)
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4. Legfeljebb mennyivel a) csokken ill. b) novekszik a @
minimalis koltségi feszitéfa koltsége, ha a bal ol- o
dali abran lathato graf egyetlen élét torolhetjiik, és
ugyanilyen koltséggel két tetszdleges csiics kdzott
felvehetiink egy 1 élt? (Az élek iranyitasatol tekintsiink el.) (ZH '22)

5. Legyen az 1. feladathoz tartozo grafban a cf él koltsége p. Hogyan valasszuk p-t ahhoz,
hogy legyen G-nek olyan mkffaja, ami a cf élt tartalmazza?



. Adott a G = (V,F) graf és a k : E — R, ktgfv, valamint G cstucsainak egy piros

és z0ld szinnel szinezése. Adjunk gyors eljarast olyan minimaélis 0sszkoltségd F' C F
élhalmaz megkeresésére, amire minden piros csticsbol vezet F-beli ut (a) legalabb egy
ill. (b) minden zold csticsba.

. Tegyiik fel, hogy a G graf minden cstcsa egy raktarnak vagy egy iizletnek felel meg, két

csucs kozott futo él pedig a két épiilet kdzott futod ttszakasznak felel meg. Minden élhez
tartozik egy pozitiv érték, ami azt mutatja meg, hogy mekkora bérleti dijat kell fizetni
annak érdekében, hogy szallitasra igénybe vehessiik az adott utszakaszt. Javasoljunk
olyan algoritmust, aminek segitségével meghatérozhato éleknek egy olyan halmaza, ame-
lyeken minden iizlet elérhets legalabb egy raktarbol, és emellett a kivalasztott élekhez
tartozo bérleti dijak Osszege a lehetd legkisebb.

10.

11.

12.

13.

. Tegytik fel, hogy ha az élstlyokkal ellatott G grafban az e él koltségét 11-nek, ill. 77-nek

valasztjuk, akkor a minimaélis koltségl feszitéfa koltsége 1956 ill. 1989 lesz. Mennyi a
minimélis koltségii feszitéfa koltsége akkor, ha az e él koltsége 427 (pZH ’20)
Legyen G = (V, E) véges, irdnyitatlan graf. Tegytik fel, hogy a k : E — R, koltségfiige-
vényre ugyanugy 14 a minimalis koltségii feszitGfa koltsége, mint a k&’ koltségfiiggvényre,
ahol k'(e) = 2k(e) —1 a G minden e élére. Mennyi a minimalis koltségi feszitéfa koltsége
a k" (e) = 2k(e) + 1 képlettel megadott k" koltségfiiggvényre? (ZH ’20)
Bizonyitsuk be, hogy ha a G = (V, E) graf minden élének kiilonbo6z6 a koltsége, akkor
G minimalis koltségi feszitéfaja egyértelmd.

Adott a G = (V, E) graf és az élein egy k : E — R, koltségfliggvény. Bizonyitsuk
be, hogy G minden egyes minimalis koltségti F' feszitéfaja outputja lehet a Kruskal-
algoritmusnak alkalmas (koltség szerint monoton névekvs) élsorrend esetén.

Adott egy négyzet négy csiicsa a sikon. Hogyan lehet a lehetd legrévidebb Gsszhosszu-
sagu vonalak meghuzasaval elérni, hogy a meghtizott vonalakat kovetve a négy cstcs
barmelyikébdl el lehessen jutni a masik harom cstics barmelyikébe? (1)

Adott a G = (V, E) osszefliggs graf és élein a k : E — R, koltségfliggvény. Egy lépésben
G egy tetszbleges élét megépithetjiik, &m ennek hatédsara minden meg nem épitett él
koltsége megduplazodik. Tervezziink hatékony algoritmust, ami a lehetd legolecsébban
épiti meg G egy feszit6fajat.(*) (Kénig '22)



