A szamitastudomany alapjai 2024. 1. télév
2. gyakorlat. Osszeéllitotta: Fleiner Taméas és Varga Kitti

Tudnivalék

Def: A G véges, egyszerti graf erdd, ha G kormentes. A G graf akkor fa, ha G Osszefliggs erdé.
Allitas: Ha az n cstcstt G erdének k komponense van, akkor éleinek szama |E(G)| = n — k.

Kov.:

Ha F fa, akkor |E(F)| = |[V(F)| — 1. Ko6v.: Ha egy G véges grafra az alabbiak koziil 2

teljestil, akkor igaz ra a harmadik is: (1) G Osszefiiggs, (2) G kormentes, (3) |[V(G)| = |E(G)| — 1.
Def: A G graf v csticsa levél (ill. izoldlt pont), ha d(v)=1 (ill. ha d(v) = 0).

Allitas: Tfh F fa. Ekkor (1) (F — e)-nek pontosan két komponense van Ve € E(F)-re. (2) F-nek
pontosan egy uv-utja van Vu,v € V(F)-re. (3) (F + e)-nek pontosan egy kore van Ve ¢ E(F)-re.
(4) Ha |V(F)| > 2, akkor F-nek legalabb két levele van.

Def: F a G graf feszitéfaja (ffdja), ha F egy G-bdl éltorlésekkel kaphato fa.

Allitas: (G-nek van feszitéfaja) <= (G 6f.)

Gyakorlatok

1.

Hény levele lehet egy olyan fanak, aminek van egy 42-fokt v csticsa? (Hatarozzuk meg mind-
azon { szamokat, amikre van olyan (-leveld F' fa, aminek van 42-edfoku cstcsa.)

Héany pontja van annak a 7" fanak, melyre |E(T)| =15 |E(T)|? (V')

. Tegyiik fel, hogy G egyszert graf és n csiicsa van. Mutassuk meg, hogy ha d(v) > 7 teljesiil

G-nek minden csucsara, akkor G Gsszefiiggs. (v')

Lehet-e néhany lépésben egy 42 sszefiiggé komponensbdl allo, 88 csiicsi, 111 éli grafbol dssze-
fiiggs grafot képezni, ha minden lépésben két élt toroliink és egy élt hizunk be? (Kordbban
torolt él is behizhato.) (ZH '22)
Tegyiik fel, hogy a G egyszerd grafnak 100 csticsa van, melyek barmelyikének a fokszama
legalabb 33, tovabba G-nek van olyan cstucsa, melybdl legalabb 66 él indul. Bizonyitsuk be,
hogy G Osszefiiggd. (ZH '15)
Lehet-e néhany lépésben egy 42 komponensbdl allo, 77 csucsi, 66 éld egyszerd grafbol kor-
mentes, egyszert grafot képezni, ha minden 1épésben egy élt torliink és két élt hazunk be?
(Korabban torolt él is behtzhato.) (pZH ’22)
Tegyiik fel, hogy az F' fanak csak elsé-, masod- és harmadfoku cstcsai vannak, utobbibol pon-
tosan tiz darab. Hatérozzuk meg I leveleinek (azaz els6foku cstcsainak) a szamat. (pZH '16)
Egy fanak 8 cstucsa van, fokszamai pedig kétfélék. Mi lehet ez a két szam?

Tegytik fel, hogy G egy 42-cstucsu és 42-éld, egyszert, Osszefiiggd graf. Mutassuk meg, hogy
G-nek legalabb harom feszitéfaja van.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

A G egyszerii grafnak 2k pontja van, minden pontjanak foka legalabb k& — 1, és G-nek létezik
egy legaldbb k-adfokt pontja. Bizonyitsuk be, hogy ha k£ > 1, akkor G &sszefiiggé.

Legyenek e, f és g a G egyszerti, Osszefliggs graf kiillonbozs élei. Tegyiik fel, hogy a G graf
Osszefiiggd marad, barmely élét is hagyjuk el, am a G —e — f és a G — e — g grafok egyike sem
Osszefiiggs. Igazoljuk, hogy ekkor a G — f — g graf sem 0Osszefiiggs.

Tegytik fel, hogy az F' fanak 101 csiicsa van és F' leveleit pirosra szineztiik. Legyen F” az a fa,
amit F-bdl a pirosra szinezett csticsok torlésével kapunk. Szinezziik F” leveleit fehérre, és az
ezutan is szinezetlen csicsokat pedig zoldre. Tudjuk, hogy F” minden zo6ld cstucsa negyedfoku és
a fehér csucsok szama 21-gyel t6bb a z6ld cstcsokénal. Hany piros csiicsa van F-nek?(ZH '23)
Igazoljuk, hogy minden fa megkaphato egy cstcsbol kiindulva tgy, hogy minden lépésben egy
1] levelet adunk az addig felépitett grathoz. (!)

Ha T7 és Ty két fa ugyanazon a véges ponthalmazon, és e; a 17 tetszéleges éle, akkor létezik
Tr-nek egy ey éle, hogy T1 — e + e5 és Ty — e5 + €, s fa.

Egy n x n méretd T tablazatnak nincs két egyforma sora. Bizonyitsuk be, hogy T-nek van
olyan oszlopa, aminek torlése utan a kaptott tablazatban tovabbra sincs két egyforma sor.(*)



