Bevezetés a szamitaselméletbe II. .
Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato az Masodik potzhhoz
2009. december 3.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az atmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdk.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodo gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepls ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. Legyen GG k-szorosan élosszefiiggs egyszert, legalabb két cstucst irdanyitatlan graf. Készitsiik el a Gy
grafot ugy, hogy lerajzoljuk G-t két példanyban, felvesziink egy 1j csticsot és ezt 0sszekotjiik mindkét
G graf-példany minden cstucsaval. (Tehat igy egy n csucsu, e éli G gratbol kaptunk egy 2n + 1 csucsu,
2e + 2n éld G grafot.) Bizonyitsuk be, hogy G (k + 1)-szeresen élosszefiiggd!

* * * * *
Vegyiik észre, hogy ha G k-szorosan élosszefiiggs volt, akkor G-ben van legalabb k + 1 cstcs, (1 pont)
mert k = 1 esetben ez a feltételben benne van, & > 2 esetben pedig ha G-nek legfeljebb k cstcsa

lenne, akkor egy csticsanak fokszama maximum k — 1 lehetne, de akkor ezen cstcs Gsszes (az egyszerii
grafsag miatt legfeljebb & — 1) élét elhagyva a csiics izolalta valna, azaz G szétesne, tehat G nem

lenne k-szorosan élosszefliggd. (2 pont)
A feladat megoldasidhoz azt kell megmutatnunk, hogy akarhogyan hagyok el k 4+ 1-nél kevesebb élet
G1-bél, a graf nem esik szét. (1 pont)

Hagyjunk el legfeljebb £ élet GG1-bol és nézziik meg, hogy mi torténik. Ha az Osszes elhagyott él egy
G példanyon beliil volt, akkor a mésik G-példanybol és a 1j csticsbol all6 rész biztosan Gsszefiiggd
marad (hiszen onnan nem hagytam el semmit). (1 pont)
Ehhez a komponenshez kapcsolodik a megritkitott G-példany minden csticsa is, az Gj csticshoz vezets
éleken at, ezért ebben az esetben G Osszefiiggé marad. (2 pont)
Ha nem igaz, hogy az elhagyott élek mindegyike benne volt az egyik G-példanyban, akkor mindkét
G-példany Osszefiiggé marad, (1 pont)
mert ekkor mindegyik G-bdl legfeljebb k — 1 élet hagytam le és G k-szorosan élosszefiiggd volt.(1 pont)
Maradt tovabba legalabb egy-egy él mindkét G-bdl az Gj csiicsba, hiszen eredetileg az 1j csticsbol
mindkét példanyba legalabb k + 1 él futott. Igy az 0j cstcs és a két maradék G-példany egy
komponensben lesz az élelhagyas utan. (1 pont)



2. a) Hany 71-nél kisebb, pozitiv egész x szam van, melyre
30z =20 (mod 35)?
b) Adja meg a fenti kongruencia legnagyobb kétjegyt megoldasat!

* ok % ko ok

(a) A tanult tétel szerint a linearis kongruencianak (30,35) = 5|20 miatt 5 megoldasa van modulo

35, (1 pont)
azaz az 1,2,...,70 szamok kozott pontosan 10. (2 pont)
(b) Oldjuk meg a kongruenciat! A feladatbeli linearis kongruencia pontosan akkor all fenn, ha
6xr =4 (mod7) (osztottunk 5-tel, a modulust is). (2 pont)
Ez pontosan akkor igaz, ha 3x =2 (mod 7) (osztottunk 2-vel). (1 pont)
Ez pontosan akkor igaz, ha 3z = 9 (mod 7) (2 helyére a vele azonos maradékosztalyban levs 9-t
irva). (1 pont)
Ez pedig pontosan az x =3 (mod 7) esetben igaz (osztottunk 3-mal). (1 pont)
A legnagyobb 7k + 3 alaka kétjegyt szam pedig a 94. (2 pont)

3. A Télap6 narancsot csomagol, 100 darab keriil mindegyik zsékba, kivéve az utolsoba, azt méar nem
tudja teljesen megtolteni. Mennyi jut ebbe az utolso zsdkba, ha 6sszesen 413" darab narancsa volt?

* ko ok ok Xk

A feladat megoldasahoz azt kell meghataroznunk, hogy milyen maradékot ad 413%™ 100-zal osztva,

(

Mivel 41 és 100 relativ primek, (

ezért az Buler-Fermat tétel értelmében 419019 =1 (mod 100). (
©(100) = (22 - 5%) = (4 — 2)(25 — 5) = 40, tehat 41 =1 (mod 100). (1 pont

Az a kérdés tehat, hogy 393 mennyi maradékot ad 40-nel osztva. (

(

39% = (—=1)®  (mod 40) (39 helyére a vele kongruens —I-et irva). 1 pont
Igy kapjuk, hogy 39°®* =1 (mod 40), (1 pont
vagyis 4139 = 4190k+1 — (4190 . 41 miatt (felhaszndlva, hogy 41 = 1 (mod 100)
413 =41 (mod 100). (2 pont

4. Legyen b tetszoleges pozitiv egész szam. Bizonyitsa be, hogy az 1+ kb (k > 1 egész szam) alaka
szamokbol allo végtelen szamtani sorozatban nem lehet minden szam prim.

* ok ok ok ok

Tegyiik fel, hogy 1 +b és 1+ 2bis prim, 1 +b = p; és 1 + 2b = ps. (3 pont)
Tekintsiik a p; - po = (1 4+ b)(1 + 2b) szamot, ez Gsszetett. (3 pont)
De (1+b)(1+42b) =1+ 3b+ 2b> = 1+ (3 + 2b)b szintén egy tag a szamtani sorozatban k = 3 + 2b
esetén, (3 pont)
vagyis a szamtani sorozat tartalmaz Osszetett szamot. (1 pont)

5. Tudjuk, hogy G csoport a * miiveletre nézve. Tekintsiik az alabbi H halmazt:

H ={(9,0),(g9,1) | g € G} (vagyis H elemei olyan parok, melyek elsé tagja egy G-beli elem, masodik
tagja pedig 0 vagy 1) és értelmezziik H-n az alabbi fiiggvényt:

(91,9)©(g2,7) = (g1%g2,i+7 mod 2). (Itt i+ 7 mod 2 az i és j Osszegének 2-vel vett osztasi maradékat



jeloli.)
Bizonyitsa be, hogy H csoport a ¢ fliggvénnyel.

* ok % kX

A o fiiggvény miivelet H-n, mert az eredmény els6 komponense (G #-ra vald zartsaga miatt) G-beli, a
masodik komponens pedig 0 vagy 1 lesz mindig. (2 pont)
A o miivelet asszociativ, mert ((g1,7) © (g2,7)) © (93,k) = (g1 * g2,7 + j mod 2) ¢ (g3, k) =

((g1 % g2) * g3, + j + k mod 2), (1 pont)
mig (g1,7) © (g2, J) © (93, k)) = (91,7) © (g2 * g3, 7 + k mod 2) = (g1 * (g2 % g3), i+ j+k mod 2) (1 pont)
és a fenti két dolog megegyezik, mert a *x asszociativ mivelet G-n. (1 pont)

Van egységelem is, az (e, 0) par, ahol e G egységelemét jeldli: (e,0)<(g,7) = (exg,0+i mod 2) = (g,1),
mert e G-beli egységelem *-ra nézve. ( )
Hasonloan (g,7) ¢ (e,0) = (g *e,i+ 0 mod 2) = (g,1) (1 pont)
Van inverz is: (g,4) inverze (¢!, ), ahol ¢! a g G-beli inverze ( )
mert ekkor (g,i) o (97",1) = (gxg7',0) = (¢,0) és (¢71,9) o (971,4) = (97" x 9,0) = (e,0). )

6. Az S halmazon értelmezett * miivelet olyan, hogy

(i) S-ben van egységelem *-ra nézve és

(i) tetszdleges (nem feltétleniil kiilonb6zG) a, b, c € S elemekre fennall hogy a * (b* ¢) = b * (a * c).
Bizonyitsa be, hogy ekkor
(a) * kommutativ, (b) * asszociativ.

* ok % ko ok

a) ¢ helyébe az egységelemet, e-t, irva kapjuk, hogy a * (bxe) =b* (a * e). (2 pont)
Masrészt ax (bxe) =ax*xb és bx (a*e) =bx*a az e tulajdonsagai miatt, vagyis a x b = b * a. (2 pont)
(b) Be kéne latni, hogy z * (y * 2) = (z * y) * z tetsz6leges x,y, z € S elemekre fennall. (2 pont)
De z % (y * z) = x * (2 * y) a * mivelet most belatott kommutativitasa miatt, (1 pont)
r*(zxy) =z % (v xy) igaz a feladatbeli (ii) tulajdonsag miatt x = a,z = b,y = ¢ szereposztassal

(2 pont

)
)

és zx (xxy) = (x*y) * z is igaz (ismét * kommutativitiasa miatt). (1 pont



