Bevezetés a szamitaselméletbe II.
Zarthelyi feladatok — pontozasi Gtmutato
2009. november 16.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az atmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értékii megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdék.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodd gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirasa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan 6tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldéasa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban leirttol eltérd jo megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A G k-szorosan pontosszefiiggs iranyitatlan grafban kijeloltiink két cstcshalmazt, X-et és Y-t, ugy,
hogy X NY =, | X| >k és |Y| > k. Bizonyitsuk be, hogy biztosan van k darab kiilonboz6 z1, . ..,z
csics X-ben és k darab kiilonb6z6 vy, . . ., yx cstcs Y-ban, gy hogy G-ben van 1t x;-bdl y;-be és ez a
k darab ut paronként pontdiszjunkt!

* ok % ok ok

Vegyiink hozzé a G grathoz két 4j cstcsot, s-et és t-t és kossiik Ossze s-et minden X-beli, ¢-t pedig

minden Y-beli cstcesal. (1 pont)
Belatjuk, hogy az igy kapott G’ graf szintén k-szorosan Osszefiiggs lesz. (1 pont)
Azt kell megmutatni, hogy akarhogyan hagyok el k-nal kevesebb csucsot G'-bél, a graf nem esik szét.

(1 pont)

Ha G’-bdl elhagyok legfeljebb k — 1 csucsot, akkor az eredeti G graf csucsai koziil is max. ennyit
hagytam el. Mivel azonban G k-szorosan 6sszefliggd volt, ezért marad at tetszéleges két G-beli pont
kozott, vagyis a G-ben megmaradt csicsok egy komponensbe tartoznak. (2 pont)
Azt kell még latni, hogy az esetlegesen megmaradt s és ¢ cstcsok is ehhez a komponenshez tartoznak,
ez azonban azért igaz, mert (|X| > k és |Y| > k miatt) biztosan maradt legalabb egy X-beli és
legalabb egy Y-beli csics, amihez igy s és t hozzakotGdnek. (1 pont)
Mivel G’ k-szorosan Osszefiiggd, tetszéleges 2 csticsa kozott létezik k darab (végpontjaitol eltekintve)
paronként pontdiszjunkt ut. Ez igaz az s és t valasztasra is. (2 pont)
Tekintsiik ezt a k darab utat: ezek mindegyike csak gy indulhat, hogy s-b&l elmegyiink valamelyik
x € X csucsba, onnan valahogyan eljutunk egy y € Y csticsba, majd onnan ¢-be. (1 pont)
Ezen utak belsé cstcsai diszjunkt ponthalmazokat alkotnak, vagyis ha a fenti & darab atboél elhagyjuk
a kiindulasi s és érkezési ¢ csticsokat, akkor éppen kapunk a kivant tulajdonsidggal rendelkezé k darab
utat. (1 pont)



2. Bizonyitsa be, hogy a 2-d(n*) = 3-d(n) egyenl6ség akkor és csak akkor igaz egy n > 2 egész szamra,
ha n prim.

ok % ok ok

Ha n = p primszam, akkor d(n?) = d(p?) = 3, d(n) = d(p) pedig 2, vagyis az egyenlGség fennall.

(2 pont)
A méasik irdny bizonyitdsdhoz tekintsiik n primtényezGs felbontasat: n = pi® ---pp®*, ekkor
n = 201 .kaOtk (1 pOIlt)

=201+ 1) (20 + 1) (2 pont)
+ 1) -+ (ag + 1). Mindkét oldal els6 tagjat
(2o +1) = (3ag +3)(aa+1) - - (o, +1).

(1 pont)

Tagonként megvizsgilva a két szorzatot azt kapjuk, hogy 4oy + 2 > 3ay + 3, mert ay > 1, hiszen
n > 2, egy primosztdja biztosan van, tovabba latszik, hogy egyenléség csak az oy = 1 esetben van.
(2 pont)

A masodik tagtol kezdve pedig (2c; + 1) > a; + 1 és csak akkor van egyenlGség, ha a; = 0. (1 pont)
Mivel a baloldali kifejezés minden tagja legalabb akkora, mint a jobboldali szorzat megfelel6 tagja,
egyenlGség csak akkor allhat fenn, ha minden tagban egyenlGség van, azaz amikor oy = 1, a; = 0 ha
i > 2, azaz amikor n prim. (1 pont)

A tanult képlet szerint d(n) = (ay +1)- -+ (o, + 1), d(n?)
Tehat azt tudjuk, hogy 2(2a5 + 1)--- (2ax + 1) = 3(oy
beszorozva a konstanssal kapjuk, hogy (4day +2)(2as+1) - -

3. Egy n egész szam 76-szorosa 24 maradékot ad 50-nel osztva. Mi lehet az n szam utolso két szamjegye?
(Ha tobb lehetdség van, akkor az Osszeset adja meg.)

* ko ok ok ok

A szovegesen megfogalmazott feltételnek pontosan azon n szamok tesznek eleget, melyekre

76n =24 (mod 50) fennall. (2 pont)
Ez pontosan akkor igaz, ha 26n =24 (mod 50). (1 pont)
Ez pontosan akkor igaz, ha 13n =12 (mod 25) (osztottunk 2-vel, a modulust is). (1 pont)
Ez pontosan akkor igaz, ha —12n = 12 (mod 25) (13 helyére a vele azonos maradékosztalyban levd
-12-t irva). (1 pont)
Ez pedig pontosan a n = —1 (mod 25 esetben igaz. (1 pont)
Vagyis pontosan azon n-ek lesznek jok, amik 25-tel osztva 24 maradékot adnak. (1 pont)
Ha az utolso két szamjegyre vagyunk kivancsiak, akkor azt kérdezziik, hogy az ilyen szamok 100-zal
osztva mennyi maradékot adhatnak. (1 pont)

Mivel 100 = 4 - 25, ezért a modulo 25 egy maradékosztalyba es§ szamok koziil pontosan 4 fog mo-
dulo 100 méas maradékot adni, vagyis 4-féle maradék lehetséges 100-zal osztva: 24, 49, 74 és 99. (2 pont)

4. Hany 1111-nél nem nagyobb pozitiv egész x szam van, melyre igaz, hogy "' =1 (mod 11)7
* * * * *

1111

Ha z oszthato 11-gyel, akkor 2! is oszthato, vagyis ilyen x-re ' = 0 (mod 11), tehat ilyen z

sose lesz megoldas. (
Feltehetjiik tehat, hogy x és 11 relativ primek, (1 pont
ekkor az Euler-Fermat-tétel miatt ' =1 (mod 11) (
vagyis 1110 = 210Ul =1 (mod 11). (

1111 10-111 —

Ezek szerint ' = z-x = 7, tehat 2111 =1

(mod 11) ekvivalens azzal, hogy © =1 (mod 11).



(1 pont)

Vagyis pontosan a 11-gyel 1 maradékot ad6 z-ek lesznek jok, ezekbsl minden 11 szam kozott egy
darab van, az els§ 1111 szadm kozott 1111 : 11 = 101, vagyis Osszesen 101 megoldas van a kivant
tartomanyban. (2 pont)

A megoldas elejét a kis-Fermat tétel alkalmazasaval is helyettesithetjiik:

Mivel a 11 primszam, (1 pont)
alkalmazhatjuk a kis-Fermat tételt: z'' =z (mod 11). (4 pont)
Ezek szerint p111! = gH100 = 5100 = 119,42 = 29.22 = 211 = (mod 11), tehat 2" =1  (mod 11)
ekvivalens azzal, hogy x =1 (mod 11). (3 pont)

5. Tekintsiik a H = {3 -k |k € Z } halmazon az alabbi fiiggvényt: (3- k) % (3-1) = 3 -k -1. (Tehat
példaul 6-12 = (3-2) % (3-4) = (3-2-4) = 24.)

a) Igaz-e, hogy H félcsoportot alkot *-ra nézze?

b) Igaz-e, hogy H csoportot alkot -ra nézve ?

* ok ok ok ok

a) A x fiiggvény miivelet H-n, mert az eredmény mindig 3-mal oszthatd egész. (2 pont)
A % miivelet asszociativ, mert ((3-k)* (3-1))*(3-m) = 3-k-1)*x(3-m) = 3-k-1-m, mig
B-k)x(3-1)x(3-m))=3-k)«x3-1-m)=3-k-1l-m. (2 pont)
Tehat ez egy félcsoport, mert ahhoz ez a 2 dolog kell. (1 pont)
b) Van egységelem is, a 3 = 3 -1, mert 3 -k« (3-1) = 3-k-1 = 3 -k és
3-1)x(3-k)=3-1-k=3-k. (2 pont)
A csoportsaghoz kéne, hogy legyen minden elemnek inverze, (1 pont)
de ez nem teljesiil, (1 pont)
mert példaul a 6 = 3 - 2-nek sincsen, nem lehet 6-ot megszorozni egy (hdrommal oszthatd) egész
szammal gy, hogy 3 legyen az eredmény. (1 pont)

6. Legyen GG csoport a x miiveletre nézve és legyenek a, b, ¢ € G tetszdleges (nem feltétleniil kiilonb6z6)
csoportelemek. Igaz-e, hogy a

a) ¢k a*c = cx*bx*c egyenlGségbdl kovetkezik a = b?

b) a* ¢ = ¢ * b egyenl6ségbdl kovetkezik a = b?

Ha azt gondolja, hogy az allitas igaz, akkor bizonyitsa be, ellenkez& esetben pedig adjon ellenpéldat!

* ko ok ok ok

a) Mivel G csoport, ezért létezik a c-nek inverze. (1 pont)
Ezzel beszorozva balrol a ¢ * a x ¢ = ¢ * b * ¢ egyenl6séget kapjuk, hogy c ' xcxaxc=c lxcxbx*c,
tehat a * ¢ = b * c. Ezt beszorozva c inverzével jobbrol, hasonléan kapjuk, hogy a*c*c™! =bxcxc!,
azaz a = b, vagyis az (a) allitas igaz. (3 pont)
b) Nem igaz, mutatunk ellenpéldat. Ellenpéldanak jo a D5 diédercsoport (2 pont)
és ebben az a = t1, ¢ = fio9, b = ty valasztas. (2 pont)
Ekkor ugyanis tl . f120 = tg és f120 . tg = t3, de tl 7£ tg. (2 pOIlt)



A b) résznél jo ellenpéldat lehet talalni a n x n-es invertalhato matrixok csoportjaban is, ekkor 2 pont
a jo csoport megnevezése, 2 pont a jo elemvalasztas és 2 pont annak megmutatasa, hogy a * ¢ = ¢ * b,
de a # b.

A puszta (nulla indokléassal felirt) tippelés nem ér pontot egyik résznél sem, de ha barmi magyarazat
van mellé, amibdl latszik, hogy volt valami gondolat a tippelés mogott, akkor a jo tipp darabja 1
pontot ér.



