Bevezetés a szamitaselméletbe II.

Zarthelyi feladatok — pontozasi atmutato az ELSO potzhhoz
2009. december 3.

Altalanos alapelvek.

A pontozasi utmutato célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért
az utmutato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az
ezekhez rendelt részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes ér-
téki megoldasanak részletes leirdsa; a leirt 1épések egy maximalis pontszamot éré megoldés
vazlatanak tekinthetok.

Az utmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a
kapcsolodo gondolat egy attekinthets, vilagosan leirt és megindokolt megoldas egy 1épése-
ként szerepel a dolgozatban. Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, téte-
lek puszta leirasa azok alkalmazésa nélkiil nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként
valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez jut). Annak meérlegelése, hogy az
utmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a megoldonak (részben
vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan &tletért, részmegoldasért, amelybdl a dolgozatban leirt
gondolatmenet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldasa volna kaphat6. Az
utmutatoban szerepld részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az atmutatoban
leirttol eltérd jo megoldas természetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat
pontszama szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A G iranyitatlan graf csicsai legyenek a 101-nél kisebb pozitiv egész szamok. Két cstcs,
x és y, akkor legyen Gsszekotve, ha x - y oszthato néggyel. Van-e G-ben Hamilton-it?
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Az, hogy a G gratban van-e él x és y kozott, csak = és y néggyel vett osztasi maradékatol
fiigg. (1 pont)
A graf a kovetkezSképpen néz ki: a 4-gyel oszthatdé szadmok mindenkivel Gssze vannak
kotve, az ilyen éleken kiviil pedig él csak paros, de néggyel nem oszthatd szamok kozott
van. (2 pont)
Ha elhagyom a grafbol a 4-gyel oszthato szamokat (ezekbdl van 25 darab), (1 pont)
akkor a maradék graf 51 komponensbdl fog &llni, mert a paros, de 4-gyel nem oszthato
szamok egy 25 csicsu teljes grafot alkotnak és lesz még 50 darab izolalt paratlan szém.

(2 pont)

Ha lenne Hamilton-ut a grafban, akkor a tanult sziikséges feltétel szerint max. 26 részre
eshetne szét a graf 25 csics elhagyasaval, (2 pont)
igy ebben a grafban biztosan nincs Hamilton-tut. (2 pont)

2. A G egyszert, iranyitatlan grafrol tudjuk, hogy nincsen benne 16-nal nagyobb fokszdmu
csucs. Valaki kiszinezte a graf 2009 darab csticsat pirosra gy, hogy piros csticsok kozott
nincs él. Bizonyitsa be, hogy ki lehet szinezni a tobbi cstiicsot gy, hogy minden él kiilonb6z6
szinii cstcsokat kosson Ossze és Osszesen (a pirossal egyiitt) legfeljebb 17 szint hasznaljunk.



(A pirosra szinezett cstiicsoknak természetesen pirosaknak kell maradniuk, de a piros szint
hasznalhatjuk mas csticsoknal is.)
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Soroljuk fel G csticsait ugy, hogy el6szor jojjenek a mér kiszinezett csticsok tetszéleges

sorrendben, utdna pedig a maradék csicsok tetszéleges sorrendben. (3 pont)
Tekintsiink minden cstcsot szintelennek, legyen az elsG szin a piros és futtassuk le a moho
szinezési algoritmust erre a pontsorrendre. (2 pont)

Mivel lehetséges volt kiszinezni az els6 2009 csucsot mind pirosra (vagyis ezek kozott nincs
él), ezért a moho algoritmus sem valaszt 1 szint ezen csucsok szinezésekor. (Azt csak akkor

tenné, ha az éppen kiszinezendd csicsnak volna elsé szini szomszédja. ) (2 pont)
Tehat a moho szinezés ebben a sorrendben végrehajtva pirosra szinezi azokat a cstcsokat,
amiknek pirosnak kell lenniiik. (1 pont)

Folytatva a t6bbi cstics szinezését a moho szinezés az 6ran tanult bizonyitas szerint biztosan
nem hasznal A + 1-nél (jelen esetben ez 17) tobb szint és igy kiszinezi az egész grafot
jol, tehat ez ( a moho szinezés ebben a speciélis pontsorrendben) egy kivant tulajdonsagi
szinezés lesz. (2 pont)

3. A G graf cstcsai legyenek a 8 x 8-as sakktabla mez6i és két kiilonb6z6 csics akkor legyen
szomszédos, ha az egyik mezG pontosan 5 lépésben elérhetd a mésik mezérél. [tt egy lépés
alatt azt értjiik, hogy fligg6legesen vagy vizszintesen haladhatunk egy mezGt, atlosan 1épni
nem szabad. Mennyi a graf kromatikus szama?
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Ha két cstcs szomszédos a G grafban, akkor biztosan kiilonb6z6 szinti mezGkhoz tartoznak

(egyik fekete, méasik fehér), (3 pont)
hiszen egy 1épés soran mindig szint valtunk, 5 1épés alatt 5-szor valtunk szint, vagyis a
végén ellenkezd szinti mezore kell érkezniink. (3 pont)
Mivel azonos szini mez&k kozott nincs él, ezért a G graf két szinnel szinezhetd, a két
szinosztaly a fekete és fehér mez6kbol 4ll. (3 pont)
Egy szinnel G nem szinezhets, mert van éle, tehat G kromatikus szama 2. (1 pont)

4. A G gréf csucsai legyenek a 8 x 8-as sakktabla mez6i és két kiilonb6z6 csics akkor legyen
szomszédos, ha az egyik mez6rol bastydval egy lépésben elérhetd a masik. Mennyi 7(G), a
lefog6 pontok minimélis szama G-ben? (A bastya fiiggleges vagy vizszintesen tud lépni,
egy lépésben tetszblegesen sokat.)
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A G gréf olyan, hogy két csics kozott pontosan akkor van él, ha azok egy sorban vagy egy

oszlopban vannak. (1 pont)
Hatarozzuk meg eldszor a(G)-t, ebbdl 7(G) = 64 — o(G) Gallai tétele miatt. (2 pont)
a(@) < 8, mert minden sorbol legfeljebb egy cstics valaszthato be egy fiiggetlen ponthal-
mazba, hiszen egy sor mezdi egy 8 csicsu teljes grafot alkotnak. (3 pont)
a(@) > 8, mert tudok mutatni egy 8 elemti fiiggetlen ponthalmazt: a tabla atlojat. (3 pont)
Tehat o(G) = 8, vagyis 7(G) = 56. (1 pont)



Masik megoldas:
A G gréf olyan, hogy két csics kozott pontosan akkor van él, ha azok egy sorban vagy egy

oszlopban vannak. (1 pont)
7(G) > 56, mert egy lefogd ponthalmazban egyik sorbol sem maradhat ki két mezd,
(3 pont)

hiszen ekkor az ezen két cstics kozti él nem lenne lefogva. (1 pont)
7(G) < 56, mert tudok mutatni egy 56 elemii lefogd6 ponthalmazt: az Gsszes mezs, kivéve
az atlo kockai. (3 pont)
Ez valoban lefogo, mert a kimarad6 csticsok (az atlo mez6i) kozott nincsen él. (1 pont)
Tehat 7(G) = 56. (1 pont)

5. A G graf a V(G) = {1,2,...,100} cstcshalmazon tgy késziil, hogy az {1,2,...,50}
csucsokon berajzolunk egy 50 cstcsu teljes grafot, az {51,52,...,100} cstcsokon is beraj-
zolunk egy 50 cstcsu teljes grafot, tovabba 0sszekotjiikk még i-t j-vel, ha j = ¢+ 50. Mennyi
ennek a grafnak az élkromatikus szdma?
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Mivel a graf egyszert, ezért Vizing-tétele és az als6 becslés miatt az élkromatikus szama

vagy A vagy A+ 1. (1 pont)
Megmutatjuk, hogy G élei kiszinezhetG A = 50 szinnel, tehat az élkromatikus szdm 50
lesz. (1 pont)

Szinezziik ki az els6 teljes graf éleit 50 szinnel (ez Vizing-tétele miatt megtehetd, mert
ezen a feszitett részen beliil a max. fokszam 49). Szinezziik ki ugyanigy a masik teljes graf
éleit: a masodik teljes graf k és [ kozott mend éle kapja ugyanazt szint, amit az elsé teljes
grafban a k — 50 és | — 50 kozott futo él kapott. (3 pont)
Eddig 6sszesen 50 szint hasznaltunk, mégpedig gy, hogy minden csiicsnal pontosan egyet
nem hasznaltunk eddig (hiszen minden csucsra 49 él illeszkedik a teljes grafokban).(2 pont)
Igaz tovabba az is (a maéasodik teljes graf iigyes szinezése miatt), hogy i-nél és 50 + i-nél

ugyanaz a szin maradt ki. (2 pont)
Az i és 50 + ¢ kozott futo élet szinezhetjiik tehat ezzel a kozos kimaradt szinnel, igy a graf
Osszes élét kiszineztiik 50 szinnel. (1 pont)

6. Igaz-e, hogy az alabbi halozatban (S, A, B,C, E, F), (D, T) egy minimalis értékd vagas?

Az (S,A,B,C,E,F), (D,T) vagas értéke 9. (2 pont)



A halozatban talalhato 9 értéki folyam, ilyet mutat az alabbi abra: (4 pont)
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Mivel a talalt folyam értéke megegyezik az (S, A, B,C, E, F), (D,T) vagas értékével,
ezért a folyam maximalis, az (S, A, B,C, E, F), (D, T) vagas pedig minimalis. (4 pont)

A talélt folyam maximalitasit természetesen be lehet tgy is latni, hogy a felrajzolt
segédgrafban mar nincs él S-b6l T-be. Ekkor a folyam maximalitdsanak ilyetén valo

belatasa: (2 pont)
annak felismerése pedig, hogy a vizsgilt vigis minimalis, mert értéke megegyezik egy
folyam értékével: (2 pont)



