Bevezetés a szamitaselméletbe I1.
Zarthelyi feladatok — pontozési utmutato
2009. oktober 22.

Altalanos alapelvek.

A pontozési utmutaté célja, hogy a javitok a dolgozatokat egységesen értékeljék. Ezért az dtmu-
tato minden feladat (legalabb egy lehetséges) megoldasanak f6bb gondolatait és az ezekhez rendelt
részpontszamokat kozli. Az utmutatonak nem célja a feladatok teljes értéki megoldasanak részletes
leirasa; a leirt lépések egy maximalis pontszamot éré megoldas vazlatanak tekinthetdék.

Az atmutatoban feltiintetett részpontszamok csak akkor jarnak a megoldonak, ha a kapcsolodé gon-
dolat egy attekinthetd, vilagosan leirt és megindokolt megoldéas egy 1épéseként szerepel a dolgozatban.
Igy példaul az anyagban szerepld ismeretek, definiciok, tételek puszta leirdsa azok alkalmazasa nélkiil
nem ér pontot (még akkor sem, ha egyébként valamelyik leirt tény a megoldasban valoban szerephez
jut). Annak meérlegelése, hogy az ttmutatoban feltiintetett pontszam a fentiek figyelembevételével a
megoldonak (részben vagy egészében) jar-e, teljes mértékben a javito hataskore.

Részpontszam jar minden olyan otletért, részmegoldéasért, amelybdl a dolgozatban leirt gondolat-
menet alkalmas kiegészitésével a feladat hibatlan megoldésa volna kaphat6. Az atmutatoban szerepld
részpontszamok sziikség esetén tovabb is oszthatok. Az Gtmutatoban leirttol eltérd jo6 megoldas termé-
szetesen maximalis pontot ér.

Minden feladat 10 pontot ér. Az elégséges hatara 24 pont. A vizsgajegybe a dolgozat pontszama
szamit bele, igy a dolgozatokra osztalyzatot nem adunk.

1. A G iranyitatlan graf csicsai legyenek a 301-nél kisebb pozitiv egész szdmok. Két csiics, = és v,
akkor legyen Gsszekotve, ha sem x — y, sem x + y nem oszthat6 hArommal. Van-e G-ben Euler-uit?

* ko ok ok Xk

Az, hogy a G grafban van-e él egy = és y csicspar kozott, csak = és y harommal vett osztési

maradékatol fiigg. (1 pont)
Azonos maradékot adé szamok kozott soha nincsen él, hiszen ilyenkor a kiilonbségiik oszthatd
harommal. (1 pont)
Kiilonb6z6 maradékot ad6 szdmok kozott pedig pontosan akkor van él, ha az egyik szdm oszthato
harommal. (1 pont)

Vagyis a graf egy teljes paros graf, melynek egyik pontosztalydban a harommal oszthaté, masik
pontosztalydban a harommal nem oszthat6 szamok vannak, azaz az egyik osztaly 100, a masik osztaly

200 csucsbol all. (1 pont)
Mivel minden fokszam paros, ezért teljesiil az Euler-utra vonatkozo feltétel els6 része. (3 pont)
Azt kell még meggondolni, hogy a G graf Gsszefiiggd, ekkor a tétel értelmében kovetkezik, hogy van
Euler-t. (1 pont)
Mivel G teljes paros graf, ezért két kiilonboz8 osztalybeli csics kozott van él, két azonos osztalybeli
csucs kozott pedig van 2 hosszi ut, vagyis a graf osszefiiggd, tehat kész vagyunk. (2 pont)

2. A G egyszerti, Osszefiiggd, iranyitatlan grafr6l annyit tudunk, hogy kromatikus szdma 2009. Bizo-
nyitsa be, hogy van olyan 2009 szinnel valé szinezése G-nek, amiben szomszédos csticsok kiilonbozd
szint kapnak és az igy kiszinezett graf tartalmaz 2009 cstcsbol 4ll6 olyan utat, melyben mind a 2009
szin szerepel.
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Mivel G kromatikus szdma 2009, G-nek van jo szinezése 2009 szinnel, tehat olyan szinezése, ahol
szomszédos cstucsok szine kiilénboz6. Ezt a szinezést fogjuk tgy alakitani, hogy végig j6 szinezés
maradjon és a legvégén legyen benne kivant tulajdonsagu tt. (1 pont)
Szamozzuk meg a szineket és vegyiik sorra a kiszinezett graf csicsait, agy, hogy el6szor az 1. szinnel
szinezettek jonnek valamilyen tetsz&leges sorrendben, aztan a 2. szinnel szinezettek, stb., végiil a 2009.
szinnel szinezettek. Amikor egy csticshoz elériink, megvizsgaljuk, hogy melyik az a legkisebb sorszami
szin az Ovénél kisebb sorszamuak koziil, amelyikb&l nincsen szomszédja az aktuéalis szinezésben, majd



atszinezziik 6t erre a szinre. Ha nincs ilyen szin, akkor megtartjuk az eddigi szinét. Ezt megtessziik
sorban az 0sszes csucsra. (3 pont)
Az eljarés soran végig jo szinezésiink van, mert az elején ilyen volt a szinezés és kdzben sose szineziink
senkit olyan szinre, amilyen szomszédja van. (1 pont)
A szinosztalyok szama nem csOkkenhet az eljaras soran (nem tiinhet el szin), mert akkor 2009-nél
kisebb lenne a graf kromatikus szama. (1 pont)
Az eljaras végén az is teljesiil, hogy minden 4. szinnel (i > 2) szinezett csicsnak van szomszédja
minden ¢-nél kisebb szint osztalyban. Ez azért igaz, mert ez volt a helyzet akkor, amikor az &
vizsgalata végetért és kés6bb mar senki sem keriilt ki a nala kisebb szinosztalyokbdl. (2 pont)
Tekintsiik most azt a szinezést, amit az eljaras végén kaptunk. Ebben biztosan van 2009. szinnel
szinezett cstics, mert szin nem tiint el. Ennek a csicsnak (a fentiek miatt) biztosan van 2008. szinnel
szinezett szomszédja, ennek a szomszédnak van 2007. szinnel szinezett szomszédja, stb., igy kapunk
egy 2009 hosszi utat, melynek [. cstiicsa a szinezésben a 2009 — [ + 1. szint kapta, vagyis benne az
Osszes szin pontosan egyszer szerepel. (2 pont)

3. Perfekt-e az alabbi graf?

* ko ok ok Xk

A G grafban van haromszog, de nincs négyes klikk, azaz G klikkszama 3. (1 pont)
A graf nem szinezhetd 2 szinnel, mert nem péaros, hiszen van benne 3 hosszu kor. (1 pont)
3 szinnel viszont szinezhetd, ezt mutatja egy adott szinezés. (1 pont)
Tehat a G grafra magéara teljesiil, hogy w(G) = x(G) (1 pont)
Meg kell még ezt nézni minden feszitett részgrafjara is. (1 pont)
Ha egy G’ feszitett részgrafban van haromszog, akkor w(G’) = 3 és nyilvan x(G’) = 3, hiszen mar G
is szinezhetd volt 3 szinnel. (1 pont)

Ha G’-ben nincs haromszog, akkor az egy péaros graf, mert paratlan hossza kor 6t hosszu lehetne még
benne, de olyan csak akkor lehetne, ha 1 csicsot hagytunk csak el és az is a jobb als6 cstcs volt.
Ekkor azonban maradt haromszog is. (2 pont)
A péaros grafok viszont perfektek, tehat ekkor G'-re is teljesiil, hogy w(G’) = x(G"). (2 pont)

Maésik megoldés:

Tudjuk, hogy a G graf pontosan akkor perfekt, ha G nem tartalmaz sem legaldbb 5 hosszi paratlan

kort, sem ilyennek a komplementerét feszitett részgrafként. (3 pont)
G-ben 7 vagy ennél hosszabb kor nem lehet, ezért csak azt kell megnézni, hogy van-e GG-ben feszitett
részgrafként 5 hosszi kor vagy ennek komplementere. (3 pont)
G-ben 6t hosszi kor nincsen feszitett részgrafként, mert az egyetlen 6t hosszii kor (jobb alsé cstcs
kimarad) tartalmaz hurt. (2 pont)

Az 6t hosszi kor komplementere szintén egy 6t hossza kor, vagyis ezt mar kizartuk az el6bb. (2 pont)

(Ennél a megoldasnal nem jar az els6 3 pont annak, aki a tételt semmire nem hasznélja, semmi tovabbi
érdemi lépést nem tesz a megoldas felé.)

4. Legyen G egy olyan egyszerti, 2n cstucsu graf, amelyben a minimélis fokszam n. Bizonyitsa be, hogy
7(G) > n, ahol 7(G) a G-beli lefogd pontok minimalis szamat jeloli!
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Mivel minden fokszdm legaldbb a csticsszam fele, ezért Dirac tétele alkalmazhtad, vagyis G-ben van

Hamilton-kor. (3 pont)
Ennek a Hamilton-kér minden mésodik élét véve egy teljes parositidst kapunk, mert a csiicsszam
paros. (3 pont)



Tehat v(G) > n. (1 pont)
Ismert, hogy 7(G) > v(G), ezért 7(G) > n is teljesiil. (3 pont)

Egy masik lehetséges befejezés onnan, hogy mar tudjuk, hogy G-ben van Hamilton-kor:
Mivel van Hamilton-kor, ezért egy fiiggetlen csticshalmaz legfeljebb n cstucsbol allhat, hiszen a korén
legfeljebb minden masodik csticsot vehetek bele. (

Vagyis a(G) < n. ( )
Tudjuk, hogy a(G) + 7(G) = 2n. (2 pont)
Ezért 7(G) > n. ( )

5. Egy jotiindérnek 20 féle szini iiveggolydja van, mindegyik szinbél 5 darab. Valahogyan kiosztja ezt
a 100 golyot 20 Hupikék Térpikének, mindegyik torp ugyanannyit kap, Torpapanak nem jut golyo.
Bizonyitsuk be, hogy Toérpapa el tud kérni a 20 torp mindegyikétdl egy-egy golyot tgy, hogy 20
kiilénb6z6 szini golydja legyen!
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Egy paros grafot konstrualunk a feladatbol. Az egyik osztdlyban a 20 torp van, akik a golyokat
kaptak, a masik osztidlyban a 20 lehetséges szin és akkor van él egy torp és egy szin kozott, ha az

adott torp kapott legalabb egy olyan szinti golyot. (2 pont)
Ha ebben a paros grafban van teljes péarositas, akkor Torpapa tud jol valasztani: mindegyik torptdl
olyan szind golyot kér el, amilyet a teljes parositas a torphoz rendelt. (2 pont)

Mivel a két pontosztalyban ugyanannyi cstcs van, ezért csak a Hall-feltételt kell leellendrizni. (1 pont)
Ez most azt jelenti, hogy meg kell mutatnunk, hogy tetszéleges ¢ darab szint vizsgélva, nem lehetséges,

hogy az Osszes ilyen szini golyot j darab, j < i térp birtokolja. (2 pont)
Ez viszont igaz, mert ¢ darab szinbd&l sszesen 5i goly6 van, de j darab torpnél, csak 55 < 5¢ darab
goly6 lehet. (3 pont)

6. Tekintsiik a vastag szdmokkal megadott folyamot az alabbi halézatban. Maximélis-e ez a folyam?
Adjon meg egy minimalis vagast a halozatban (és bizonyitsa is be réla, hogy minimaélis)!

2(2)

Az alabbi folyam nagyobb értékii, tehat a feladatbeli folyam nem volt maximalis. (5 pont)




(Az is 5 pontot ér, ha valaki felrajzolja jol a segédgrafot és megmutatja, hogy abban van iranyitott tt

S-bél T-be.)
Ha azt a vagést tekintjiik, ahol S-sel egy osztdlyban csak a B és C csicsok vannak, akkor ennek a

vagasnak a kapacitasa 6 lesz, mert csak az SA és BE élek lépnek ki. (3 pont)
Mivel van 6 értékii folyam (ha az el6bb nem mutattunk ilyet, akkor most kell), ezért ez egy minimalis
vagas. (2 pont)



