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1. Alapfogalmak

A val6szintiségszamitas praktikussigat taldn nem kell bizonygatni egyetlen olvasénak sem*: a leg-
t6bb kisérleti tudomany tdmaszkodik rd valamilyen forméban. Az mégis kérdés, hogy az egyszeri
halandénak miért nem elég a , kedvezd-per-6sszes” jézan ésszel is kitalalhaté magassagaiban maradni?

Az egyik ok, hogy néha a naiv megkozelités helytelen vagy ellentmondasos eredményt ad. Ezt jol
demonstralja a szdmos valdszintiségi paradoxon az irodalomban®, ime az egyik:

Bertrand-féle doboz paradoxon
Adott hdarom egyforma doboz. Az elsében két arany érme van, a masodikban két eziist érme, a
harmadikban pedig egy arany és egy eziist. A dobozok tartalmat nem ismerve, (egyenletesen)
véletlenszertien valasztva kihtzunk egy dobozbdl egy érmét. Feltéve, hogy a kihtuzott érme
arany, mi a valoszinlisége, hogy a dobozban 1év6 masik érme is arany?

Elsé nekifutasra az % redlis tippnek tiinhet, hiszen két esetben htuzhattunk arany
érmét: ha az elsé vagy masodik dobozbdl hiztunk. Ezek koziil pedig csak az egyik
esetben lesz a masik érme eziist. Ugyanakkor a paradoxon helyes megoldasa %, amit ,f ; -
kisérlettel is igazolhatunk. Ennek magyarazata, hogy eredetileg 6-féle kimenetele lehet
a htizdsunknak az alapjin, melyik érmét htuzzuk (az érméket kiilonbozének véve). Ebbél
a 6 esetbdl 3-ban hiizunk arany érmét, ez tehat az Osszes eseteink szama. Ebbél a 3
esetbdl 2-ben a dobozban 1év6 masik érme szintén arany, igy a keresett valosziniiség %

A példabdl okulva érdemes definidlnunk a vizsgélt fogalmainkat. { - | &
1.1. Eseménytér.

A valészintiség fogalméat a Kolmogorov-axiémak® segitségével formalizalhatjuk.
Kolmogorov a huszadik szazad nagy hatdsi matematikusa, aki a fentihez hasonlé félreérthetoségek
felolddsaként dolgozta ki azt a keretrendszert, aminek a kiindulépontjat ma Kolmogorov-axiémak

1.3).
Definicié. Legyen 2 egy tetszéleges halmaz. A kovetkezd elnevezéseket fogjuk hasznalni:
¢ Eseménytér: (,
o Kimenetel: az eseménytér egy eleme, w € (),
e Események: az eseménytér , kitiintetett” A C € részhalmazai,
e Valésziniiség: egy eseményhez hozzarendelt P(A)-val jelolt, 0 és 1 kozti valds szam.

A fenti paradoxon esetében példdul 6 kimenetel van, igy az eseménytér 6 elemii halmaz. Annak az
A eseménynek pedig, hogy ,elsre arany érmét hizunk” a P(A) valdszinlisége %

De mi az, hogy az események ,kitlintetett” részhalmazok? Honnan fogjuk tudni, egy kérdés ese-
tében mit akarunk eseménynek nevezni, és mit nem? Roviden, azokat a részhalmazokat valasztjuk
eseménynek, amikhez valosziniiségeket szeretnénk hozzarendelni. Sok elemi feladat esetében ez nem
igazi probléma: minden részhalmazt eseménynek valaszthatunk, mert feltessziik, hogy mindegyik rész-
halmaznak van értelme beszélni a valdsziniiségérsl (még ha nem is ismerjiik a pontos értékét).

Példa. Egy kockadobas lefrasanél az eseménytér definidlhaté a kévetkezéképpen: 2 def {1,2,3,4,5,6}.
Az Q elemeit, vagyis a kimeneteleket megfeleltethetjiik annak, hogy mikor milyen szdmot dobunk.
Legyen ) 0sszes részhalmaza esemény. Példdul {2,4,6} egy esemény. Az eseményeket sokszor logikai
allitasokkal hatarozzuk meg, igy a {2,4,6} eseményt roviden irhatjuk gy is, hogy {parosat dobunk}.

4Ha valakinek mégis kellene: robotics.stanford.edu/users/sahami/papers-dir/SIGCSE11-Probability.pdf

5l4sd még: [youtube] PBS Infinite Series - Making Probability Mathematical

6Az axiéma — hangzasaval ellentétben — nem egy lassu lefolydsi megbetegedés, hanem az alapdllitds mésik neve.
Olyan kijelentéseket, alapvetéseket neveziink igy, amik globdlis feltevések az elméletliinkben: nem bizonyitjuk, viszont
barhol hasznalhatjuk 6ket. Kolmogorov eredeti axiémait lasd Foundations of the Theory of Probability.
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Felmeriilhet a kérdés: ,,Miért nem valasztjuk siman mindig az 6sszes részhalmazt eseménynek, 'oszt
csOkolom?”. Azért, mert vannak olyan helyzetek, amikor szerepe van annak, mi esemény, és mi nem.
Ilyen esetekre példa:

(1)

(2)

(3)

Geometriai valésziniliségek esetén teriiletekkel (vagy azzal analdg fogalommal) definidljuk
a valdszinliségeket. Azonban ha minden részhalmazra szeretnénk értelmes teriiletfogalmat
definialni, az nem fog sikeriilni, ellentmondasokba futunk’. A megoldés, hogy nem minden
részhalmaz esemény, igy nem kell minden részhalmazra értelmezniink annak teriiletét.
Megfigyelhet6ségen is alapulhat, mit neveziink eseménynek. Példaul ha a fenti paradoxont
szeretnénk modellezni: €2 tovdbbra is definidlhaté 6 elemiinek aszerint, hogy mit hdzunk.
Jelolje Q elemeit a1, ag, by, ba, c1, co (vegylik észre, hogy Q elemei nem kell, hogy szdmok
legyenek). Ezen huzdsok kozil a1, az, ¢1 jelol arany érméket, a tobbi eziistot, ag, as az els6 lada
tartalmat, b1, by a mésodikat és {gy tovabb. A hizas ismeretében {a1, as, ¢y} illetve {by, ba, ca}
részhalmazok megfigyelhet8k, mig példaul {c1,ca} nem, hiszen nem tudjuk, hogy a harmadik
dobozbdl htztunk-e. Néhany problémanal érdemes pontosan azon részhalmazokat eseménynek
nevezni, amik megfigyelheték.®

Folyamatok, vagyis idében valtozo véletlen mennyiségek esetében az id6 mulasaval valtozhat,
hogy mit tudunk megfigyelni és emiatt mit tartunk eseménynek. Lasd még Markov-lancok,
martingélok.

Nézziik, milyen miiveleteket végezhetiink eseményekkel.

Allitas. Mivel az események halmazok, igy értelmezve van események unidja (A U B), metszete
(AN B) és Q-ra vett komplementere (A).

Két esemény kiilonbsége az elébbiekkel leithaté: A\ B = ANB. Két esemény kizaré, ha ANB = ().
Az Q-ra haszndlatos még a biztos esemény elnevezés. Hasonldan, az tireshalmaz (jele: @) neve a
tovabbiakban lehetetlen esemény.

Példa.

A kockadobélds példandl maradva, a {parosat dobunk} esemény komplementere a {paratlant

dobunk}, a {parosat dobunk} és a {3-ndl nagyobbat dobunk} események metszete a {4, 6}, mig unidja
a {2,4,5,6}.

Végiggondolhatd, hogy ha az események kijelentésekkel vannak megfogalmazva (pl. {pédrosat do-
bunk}), akkor az uniéjuk megfelel a kijelentések szintjén a ,vagy” miiveletnek, metszetiik az ,és”-nek,
egy esemény komplementere pedig a logikai tagadasnak.

A halmazoknal megszokott tulajdonsigok itt sem vesztik érvényiikket: AUB =BUA, ANQ=A
és a tObbi. Névvel is bird, megjegyzendd azonossag az alabbi:

Allitas. (De Morgan-azonosségok) Két halmazra:

Sy
I

|
)
ol
g\
AN
o)
Sy
I

|

AU UB,

illetve végtelen sok halmazra:

i=1 i=1 i=1 i=1

Az els6 allitdspar Venn-diagramon kénnyen ellendérizhetd.

Feladat. Legyenek A, B és C események. Irjuk fel a kovetkezd eseményeket a fenti miiveletek segit-
ségével: a) legalabb egy esemény teljesiil, b) A és B teljesiil, de C' nem, c¢) minden esemény teljesiil,
d) egyik esemény sem teljesiil, e) pontosan egy esemény teljestl.

Masd en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set
8Ilyen probléma a feltételes varhaté érték kiszamitdsa is (14sd még 12. elbadés).
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1.2. Eseményalgebra.

Szeretnénk beszélni az Gsszes eseményt tartalmazd halmazrél is: ezt a halmazt eseményalgebranak
hivjuk. Az eseményalgebra méar nem () részhalmaza, hanem 2 részhalmazainak halmaza, vagyis egy
F C P(Q) részhalmaz. Itt P(Q) az Q tn. hatvanyhalmazat jeloli, azaz P(2) elemei épp Q2 részhalmazai.

Példa. Legyen Q = {1,2,3,4,5,6} és F elemei pontosan az {1,2,3}, a {4,5,6} halmaz, a lehetetlen
esemény () és a biztos esemény Q. Ekkor nem minden kimenetelekbél 4116 részhalmaz esemény. Mégis
el6fordulhat olyan feladat, ahol ez az F modellezi jél a problémat (v6. fenti 2. megjegyzés).

Felmeriilhet kérdésként, hogy két esemény uniéja (ill. metszete, kiilonbsége) szintén esemény-e.
A valasz: igen. Egész pontosan azt fogjuk megkévetelni az F eseményalgebratol, hogy dgynevezett
o-algebra (ejtsd: szigma-algebra) legyen, vagyis teljesitse a kovetkez&ket.

Definicié. Legyen Q tetszéleges halmaz, F pedig az ) részhalmazainak egy halmaza. Ekkor F-et
o-algebranak nevezziik az () alaphalmazon, ha az aldbbi harom feltétel mindegyike teljesiil:

(1) Qe F, B

(2) ha A € F, akkor A € F,

(3) ha Al,A27 ...7Ai, ... € F, akkor U;)il A; € F.

Roéviden, F pontosan akkor o-algebra, ha eleme a teljes tér, zart a komplementer-képzésre és a
megszamlalhaté uniora.

A definici6 valdszintiségszamitdsi szempontbdl a kévetkezét mondja. Ha F-re Ggy gondolunk, mint
a megfigyelhetd események halmazara, akkor a feltételek szerint meg kell tudjuk figyelni azt, ami
biztosan bekovetkezik (elsé feltétel), és azt is, ha egy A esemény nem torténik meg (mdsodik feltétel).
A harmadik kicsit tritkkosebb, azt modellezi, hogy ha események egy sorozatét kiilon-kiilon meg tudjuk
figyelni, akkor azt is, hogy legalabb az egyikiik bekovetkezik-e.

A o-algebra fogalma a mértékelmélet témakorébol szarmazik. A mértékelmélet az analizis azon
aga, amely a kilonbo6zo6 teriilet- és térfogatfogalmak altaldnositdsait vizsgalja. Ennek a téménak az
eredményeit hasznélta fel Kolmogorov a valésziniiségszamitds megalapozéasara.

A o-algebrak t6bb tulajdonsédga adddik a definiciébdl:

Allitas. Legyen F o-algebra az Q alaphalmazon. Ekkor teljesilnek a kivetkezdk:
e e F,
e ha A, B € F, akkor AUB,AN B, A\B € F,
e ha Al,AQ, ...,Ai7 ... € F, akkor ﬂ;)il A, € F.

Bizonyitds. Az (1) tulajdonsag miatt Q € F, gy (2) miatt ) = Q € F.
A maésodik pont bizonyitdsadhoz legyen A1 = A, Ay = B, és minden i > 3 esetén A; = (). Ekkor (3)
miatt

o0
AuB=|JAierF,

i=1
vagyis az uniora valoban zart F. A metszetre val6 zartsidg ebbol mar levezetheto: ha A, B € F, akkor
(2) miatt A, B € F. Tovabb4, mar belattuk, hogy uni6-képzésre zart az F, tehat AU B € F. Viszont
a két halmazra vonatkozé De Morgan-azonossig okan tudjuk, hogy AUB = AN B, tehat AN B € F.
Innen ismét a (2) tulajdonsigot haszndlva kovetkezik, hogy AN B € F.

A harmadik pont bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy A; € F miatt A; € F is teljesiil (2) miatt.

Ezen 4j halmazsorozatra alkalmazhatjuk a (3) tulajdonsdgot, igy

oo

U4ier

i=1
Viszont a végtelen halmazokra vonatkozé De Morgan-azonossiag miatt ez éppen ﬂf; A; komplemen-
tere. Mivel F zart a komplementerképzésre, igy az allitast ezzel belattuk. O
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1.3. Valdsziniiségi mez6.

Volt sz6 arrél, hogy mi az eseménytér, mik az események, de eddig nem keriiltek el6 valdsziniliségek.
Fentebb emlitettiik, hogy azon A C Q halmazok események, amiknek szeretnénk a P(A) valészintisé-
gér6l beszélni. Vagyis a valdszintliség egy F — [0, 1] fiiggvény kell legyen, ahol F egy o-algebra. De
ennél tobbet is tudnia kell.

Definicié. Legyen F egy o-algebra az ) tetsz6leges halmazon. Ekkor egy P : F — [0, 1] figgvényt
valészintliségi mértéknek neveziink, ha P(Q2) = 1, és teljesiil a kovetkez6:
Ha Ay, Ay, ..., A;,--- € F olyan eseménysorozat, amire minden ¢ # j esetén A; N A; = (), akkor

]P’( D Ai) - iP(Ai).

A feltétel roviden tgy olvashaté: paronként kizdrd eseménysorozat unidjanak valésziniisége az esemé-
nyek valdsziniiségeinek (végtelen) Gsszege. Roviden ezt a tulajdonsigot o-additivitasnak nevezziik.

Definicié. Egy (2, F,P) hdrmast (Kolmogorov-féle) valészintiségi mezdének hivunk, ha F o-algebra
az () halmazon és P valdszinliségi mérték.

Példa. A mérsékelten kreativ példdnknal maradva, egy kockadobés esetén ha Q = {1,2,3,4,5,6},
és F az Osszes részhalmaz, akkor egy A esemény P(A) valdszintisége |A|/|9|, példdul P({1,2,5,6}) =
2. Az ilyen valészinfiségi mezéket (amikor P(4) = |A|/|Q]) klasszikus valésziniiségi mezd&nek
hivjuk. Ennek &ltaldnositdsa a geometriai valészinliségi mezd, amikor  a sik, tér (vagy R™) egy

részhalmaza, és P(A) = A(A)/A(2) ahol X a teriilet, a térfogat vagy az n-dimenziés térfogat.

Példa. Nézziink egy 5 kérdéses tesztet, amin minden kérdés eldontendd (igen-nem tipusi), és a kitoltd
mindegyikre 60% eséllyel ad helyes vdlaszt a tobbi kérdésre adott vdlasztdl fliggetleniil. Ekkor az 5
hossz 0-1 sorozatok tere, azaz Q = {0,1}° modellezheti a feladatot (F pedig az ésszes részhalmaz).
Ez mér nem klasszikus valdszintiségi mez6, mert a csak a (0, 1,0, 1,0) kimenetelt tartalmazé esemény
valészintisége 0.4 - 0.62 ~ 0.023, nem pedig 2% ~ 0.031.

Mit varunk el egy jol mikods valdszintiség fogalomtél? Példaul a kovetkezo tulajdonsiagot, ami
ugyan nem szerepel a definiciéban, de kénnyen levezethet6 beldle.

Allitas. Ha A és B kizird, akkor P(AU B) = P(A) + P(B).

s se s

sal, hogy Ay = A, Ay = B, illetve A; = () minden i > 3 esetén. Ekkor

P(AUB) = 1}»( G Ai) = iIP(Ai) — P(A) +P(B) + ip(@).

i=1

i=1
Ez csak gy torténhet, ha P(f)) = 0 (kiilonben a jobb oldal végtelen lenne, mig a bal 0 és 1 kozti).
Innen az allitas mar kovetkezik. 0

Kovetkezmény. Tetszbleges A, B € F eseményekre a kévetkezdk teljestlnek:
(1) P(A) +P(A) =1,
(2) P(ANB)+P(AN B) =P(A4),
(8) ha B C A, akkor P(B) < P(A).

Bizonyitds. Az elsé allitdshoz alkalmazzuk a véges additivitast az (egymést kizard) A és A eseményekre,
a masodik allitashoz pedig az AN B és AN B eseményekre. A harmadik tulajdonsdg kovetkezik a
mésodikbdl, hiszen B C A esetén AN B = B, és P(AN B) > 0. O

Feladat. Vegyiink egyenletesen véletlenszeriien egy egyszeril irdnyitatlan grafot az {a,b, ¢, d} négyele-
mil csticshalmazon. (Ekkor az eseménytér egy 64 elemi halmaz.) Melyiknek nagyobb az esélye: hogy
a graf fagraf, vagy hogy legfeljebb harom éle van?
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1.4. Poincaré-formula.

Hogyan lehet kiszdmolni az uni6 valészinliségét, ha az események nem
feltétlentil kizdrdak? A valasz a Poincaré-formula (vagy mds néven szita
formula), amihez szintén csak a fenti véges additivitdst kell haszndlnunk.

Példa. Legyen A, B,C hirom esemény, példaul egy céltdblan hérom
részhalmaz eltalalasinak eseménye, amelyek koziil legalabb az egyiket
el akarjuk taldlni.

A P(AU B U C) valészinliség kiszdmoldsdhoz kiindulhatunk a P(A) +
P(B) + P(C) mennyiséghdl. Vegyiik észre, hogy itt a metszetek val6szi-
niiségét dupldn szamoltuk, vagyis le kell vonjuk a P(ANB)+P(ANC) +
P(B N () 6sszeget, ha jobb kozelitést szeretnénk P(A U B U C)-ra. De ezzel sem vagyunk kész, hiszen
az AN BN C rész valészintiségét haromszor adtuk hozza, de haromszor is vontuk le, pedig egyszer
kellene szamoljuk. Tehat végiil

P(AUBUC) =P(A)+P(B) +P(C) —P(ANB) —P(ANC) —P(BNC)+P(ANBNC)

adodik. Ezt a formulat altalanositja n eseményre a Poincaré-formula.

A tétel rovid kimonddsahoz tovabbi jelolésre van sziikségiink. Jelolje [n] az {1,2,...,n} halmazt.
Legyenek Aq, As,..., A, € F események, tovabba legyen I = {iq,is,...,ix} egy k elemi részhalma-
za az [n] halmaznak. Ekkor nézhetjiik a (), ; A; esemény valészintiségét, vagyis valamely k darab
kiillonb6z6 esemény egyszerre teljesiilésének valoszintiségét. Végiil definidljuk az

5 <3 (N 4)
IC[n] i€l
szamot, azaz az Osszes lehetséges modon kivalasztunk k darab kiillonbozé eseményt, majd ezek met-
szeteinek valdszintiségét mind osszegezziik. Példaul k = 1 esetén S; = Y ;| P(4;).

Tétel (Poincaré-formula). Legyenek Ay, As, ..., A, € F események. Ekkor
n n
P(J4) =Y (-1,
j=1 k=1
Felmeriilhet kérdésként, hogy mi torténik, ha a szummaénak csak az elsé néhany tagjat nézzik, a
maradékot elhanyagoljuk (példdul mert a gyakorlatban annyira kicsik és lassan szdmolhaték). Az unié
valdsziniliségérol ekkor is kaphatunk informéciot.

Allitas (Bonferroni-egyenl6tlenségek). Legyenek A1, As, ..., A, € F események, és 1 < my,my < n
egészek, ahol my pdratlan, és mo pdros. Ekkor
n ma n mao
IP’( U Aj) <Y (-1)FFLSy,  és IP’( U Aj) >3 (~1)FFLS
j=1 = j=1 k=1

A fenti két allitast nem bizonyitjuk. Példakat lasd a gyakorlaton.
Kovetkezmény (Boole-egyenlétlenség). Legyenek Aq, As, ..., A, € F események. Ekkor

p( Ln) 4;) < zn:IP(Aj), és P( ﬁ A7) 21- ip@).
=1 i=1 j=1 =1

Bizonyitds. Alkalmazzuk az elsé Bonferroni-egyenlétlenséget m; = 1 valasztassal, ebbdl éppen az elsd
egyenl8tlenségiink adddik, hiszen Sy a P(A;)-k dsszege. A masodik egyenlStlenség kovetkezik az els6bél
és a De Morgan-azonossagbdl, ha azt az A; eseményekre alkalmazzuk. g

Az 4llitas a Bonferroni-egyenlétlenség nélkiil, teljes indukciéval is konnyen belathato.
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2. A Valé6sziniiség tulajdonsagai

A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy adott egy (2, F,P) valdsziniiségi mez§. Ebben a fejezetben
a fliggetlenség és a feltételes valoszintiség fogalmait vessziik sorra.

2.1. Fiiggetlenség.

Korabban mar foglalkoztunk azzal az esettel, amikor két esemény unidjanak
valdszintisége Gsszead6dik (azaz P(A U B) = P(A) + P(B)). Ehhez arra volt PA)  P(A)
sziikség, hogy az események kizdrdak legyenek. A feladatokban viszont van ' -
olyan eset is, amikor a valdszinliségek bizonyos feltételek teljesiilése esetén
szorzddnak. P(B)

Definicié. Az A és B eseményeket fiiggetleneknek nevezziik, ha |
P(ANB)=P(A)-P(B). P(B)

Valdjdban a fliggetlenség a kizard eseményektsl nagyban eltérd fogalom.
Azt a helyzetet probalja formalizalni, amikor a két esemény bekovetkezése nem befolyasolja egymaést.

Példa. Ha A esemény % eséllyel kovetkezik be (azaz dtlagosan hdrom prébélkozasbdl egyszer teljesiil),
B esemény pedig % valésziniiséggel, és nem tételeziink fel koztiik kapcsolatot, akkor a bekovetkezésiik
esélyét, hétkoznapi tapasztalatainkra alapozva, % . i = %—nek vessziik.

Vegyiik észre, hogy a fiiggetlenség a valdsziniiségek szintjén van megfogalmazva, igy olyan események
is lehetnek fiiggetlenek (a fenti definicié értelmében), amikrél Ggy érezziik ,hatdsuk van egymadsra’.

Példaul két kockadobés esetén az {elsé dobés 1-es} és a {két dobds megegyezik} események fiiggetlenek.
Allitas. Ha A és B figgetlenck, akkor A és B is figgetlenek.

Bizonyitds. Hasznaljuk fel a kordbban belatott P(A) = P(AN B) +P(AN B) azonossagot. Ebbél az A
és B fuggetlenségével kovetkezik, hogy

P(ANB) =P(A) —P(AN B) =P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B),
ami éppen a belatandé egyenlGség. O

Definidljuk t6bb esemény fliggetlenségét is.

Definicié. Az A,,..., A, események (egyiittesen) fiiggetlenek, ha barmilyen I C [n] részhalmazra
]P’( N Ai) = [P
i€l iel

Mas szavakkal az események koziil valahany metszetének valdszinlisége a valdszinliségek szorzata.

A definicié tilbonyolitottnak tiinhet, de kés6bb kideriil, hogy ez a j6 fogalom. Felmeriilhetne, hogy
miért nem csak az dsszes n eseményre koveteljitk meg, hogy P(A1 N---NA,) = P(Ay) - --- - P(A4,)?
Hiszen ha az Osszes esemény fiiggetlen, akkor koziiliik k is az, nem? HAat nem teljesen.” Oké, akkor
legyenek paronként fliggetlenek, abbdl mar biztosan kovetkezik az egyiittes fiiggetlenség? Sajnos ez
sem nyert. A kovetkez6 példa mutatja, mennyire alattomos fogalom az egyiittes fiiggetlenség.

Példa. Dobjunk fel két (kiilonbozd) érmét. Legyen A; = {elsé érme fej}, As = {mdsodik érme fej},
As = {dobott fejek szdma péros}. Ekkor A; fliggetlen A;-t6l akarmilyen ¢ # j-re, viszont {41, As, A3}
nem egylittesen fiiggetlen, hiszen
1 1 1
P(Al)]P(AQ)]P(Ag) = 273 = g, mig ]P(Al N A2 n Ag) = P(mlndkét érme feJ) = Z
A példdnak van linedris algebrai analégja is: az (1,0), (0,1), (1, 1) vektorok koziil barmely par linedrisan
fliggetlen, de egyiitt mar nem azok.

9Ha néhany esemény egylittesen fliggetlen, abbél valéban kovetkezik koziilik néhany egyitittes fiiggetlensége, de ehhez
a fenti egylittes fiiggetlenség definiciéra van sziikség.
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2.2. Feltételes Valbszintiiség.
Hogyan lehet ,mérni”, egy esemény mennyire fiigg egy masiktol?

Definicié. Legyenek A, B € F események. Tegyiik fel, hogy P(A) > 0. Ekkor a B esemény A-ra vett

feltételes valdszinlisége

def P(BN A)
P(B|A) = ————
(814 2T

Kiolvasva: ,,B valoszintisége, feltéve A”.
Vegytik észre, hogy A és B pontosan akkor fiiggetlenek, ha P(B | A) = P(B). M4s szavakkal, B

fiiggetlen A-t6l, ha B valdszintisége nem fiigg attél, hogy A bekévekezett-e. Valéjaban a fiiggetlenséget
definidlhatnank a P(B | A) = P(B) egyenlettel is, azokban az esetekben, mikor P(A) > 0.

Példa. Nézziink néhany példat kockadobédssal. Legyen A = {parosat dobunk}. Ekkor P(6-ost dobunk |
A) = %, P(1-est dobunk | A) = 0, P(3-nél nagyobbat dobunk | A) = 2 és P(parosat dobunk | A) = 1.
Természetesen a feltételes valdsziniliség nem csak az események Osszefliggésének mérésére szolgal.
Tobb probléméanal is felmeriilhet, hogy feltételes informaciéink vannak, példaul ,ha alaposan felké-
sziilten érkezem vizsgdzni, akkor 1 — e eséllyel atmegyek” (14sd még Bertrand doboz paradoxona az
els6 eléadéson).
Nézziik, milyen tulajdonsigai vannak a feltételes valdszintliségnek.

Allitas. Legyen A € F rogzitett esemény, amire P(A) > 0. Ekkor az A-ra vett feltételes valdsziniség,
azaz az
F —[0,1], B—P(B|A)
figgvény is valosziniiségi mérték.
Nagyszeri, de mire megytink ezzel? Példaul arra, hogy az 6sszes korabban P-re elhangzott allitasba
behelyettesithetjiik P( ) helyére P( | A)-t, az &llitas akkor is érvényben marad.

Bizonyitds. Egyrészt vildgos, hogy P(Q | A) = P(ﬂf,zz’;‘) = 1. Masrészt legyen By, Bs, ... események egy

paronként kizaré rendszere. Felhasznalva, hogy P valészintiségi mérték:
P( U B A) - p((U Bi) ﬂA)/IP’(A) -
i=1 i=1

(U0 a)) /20 = S R(5: 0 4)/p(4) = Y P(B: | A)
i=1 i=1 i=1
ami épp a bizonyitandé allitas. O

A feltételes valoszintiség segitségével lehet kimondani az esetszétvdlasztds valészinliségi megfelel§jét:

Allitas (Teljes valdszindség tétele). Legyenek Ay, ..., A, € F pdronként kizdrd események, amikre
ur_,A; = Q és P(A;) > 0 minden i-re. Ekkor

P(B) = Y P(B | A)P(4).

Definicié. Egy A4,..., A, € F paronként kizar6 eseményekbdl allo sorozatot teljes eseményrend-
szernek hivunk, ha U} | A; = Q.

vel, igy kapjuk, hogy a jobb oldal > | P(BNA;). Mivel a feltételek szerint U, (BNA;) = BNQ = B,
igy P additivitasabol mar kovetkezik az allitas. O

10L,4sd még [youtube] MIT OpenCourseWare - Conditional Probability.
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e )
Példa (Monty Hall-paradoxon). Adott hdrom ajté, az egyik mo- J/Jt, —,
gott egy autd, a masik ketté mogott egy-egy kecske all. A feladvany, Nem véltés
hogy el6szor valasztanunk kell egy ajtot, majd a jatékvezeto kinyitja — v,
valamelyik masik ajtét, ami moégott kecske van. Ezutan lehetOsé- Rosszajt —
gink van valtoztatni a valasztasunkon. Kérdés: megéri-e, feltéve ——l
hogy az autd valasztasat preferdljuk a kecskékkel szemben? \ ) \ )L
A meglepé valasz a ,mindegy” helyett az, hogy igen. Ugyanis ha Elst ajto valtasi - Nyerési

valasztas stratégia valészinliség

nem valtoztatunk a dontésiinkon, akkor a nyerési esélyiink nyilvan
%. Mig ha véltoztatunk, akkor

P(végiil autd) =P(végiil auto | elsére kecske)P(els6re kecske)

1 2
+ P(végiil auté | elsére autd)P(elsére autd) =1 - 3 +0- 3= 3
hiszen ha elsére kecskét vilasztunk, akkor a jatékvezeto csak a masik kecskés ajtét nyithatja ki.
El6fordul olyan is, amikor egy probléméandl t6bb, egymasra épiilé feltétel esetén fennall valoszini-
ségekkel kell dolgozni.

Példa. Harom huzést végziink visszatevés nélkiil egy megkevert 52 lapos franciakartya-paklibél. Mek-
kora a valOszintlisége annak, hogy elsére kirdlyt, masodikra damat, harmadikra pedig bubit hizunk?
Ugyan az elsd hizas eredménye befolydsolja a masodik huzds valészinfiségeit (egy kirdly kihizasa csok-
kenti az Gjboli kirdly hizdsdnak esélyét), mégis a helyes eredményt a kovetkezd szdmolds adja.

Jelolje K1, hogy elsore kirdlyt htzunk, Ds azt, hogy méasodszorra damat, mig B3 azt, hogy har-
madszorra bubit. Ekkor a keresett esemény valdszintisége:

4 4 4
]P(K])IP(DQ | K1>P(Bg | DsnN Kl) =55 51 50 ~ 0,0005.

Ezt a modszert altalanositja a kovetkezo allitas.

Allitas (Szorzdsi szabdly). Legyenek Ay, ..., A, € F események, amikre P(A;) > 0 (Vi). Ekkor

#(()4) = TTe(a] Nae)

A bizonyitashoz elég kibontani a feltételes valdsziniliség definiciéjat és egyszerisiteni a szorzatot.

2.3. Karger algoritmusa.

A szorzési szabély és a fiiggetlenség alkalmazasaként nézziink egy véletlen algoritmust.

Legyen G = (V, E) egy irdny{tatlan (multi)graf, akdr tobbszoros élekkel egyiitt, de hurokélek nél-
kiil. Keressiik a graf egy minimdlis elemszami vagasat, azaz egy V = A U B felbontast, ahol A, B
diszjunktak, és a lehetd legkevesebb él fut A és B kozt.

A feladat visszavezethetd az irdnyitott grafok maximalis folyam keresésé-
re, aminek megoldasat megkereshetjik a Ford-Fulkerson-algoritmus segitsé-
gével. Vegyiik észre a lényeges kiilonbséget a két kérdés kozt: a maximalis
folyam-keresésénél s és t rogzitett, mig a mostani problémaban nem.

A fenti Ggynevezett globdlis minimalis vagds probléménak van egy vélet-
lenitett megoldésa is, ez a Karger-algoritmus.

Az input: egy Osszefiigg, irdnyitatlan graf (a tédrolds médjaval most nem
foglalkozunk), az output az élek egy részhalmaza. Az algoritmusban két 16-
pést iterdlunk felvaltva: el6bb valasztunk egyenletesen véletlenszertien egy
élet, majd Osszehtizzuk/azonositjuk az él két végpontjat, a hurokéleket el-
hagyjuk, a tobbi élet megtartjuk.
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Ezt addig csindljuk, amig 2 pontja nem marad a grafnak. Az eredmény meghatiaroz egy vagast:
az eredeti graf cstucsai kozill az egyik pontra Osszehtzott cstcsok lesznek az A halmaz, a masikra
Osszehtuzottak a B.

Ha az algoritmust egyszer lefuttatjuk, akkor kapunk egy véletlenszerti vagast, de kozel sem biztos
hogy ez minimédlis. Futtassuk tehat sokszor, és nézziik meg, melyik eredmény volt a legjobb (vagyis az
utolsé lépésben a két pont kozt a legkevesebb élet tartalmazé). A kévetkez6 allitas azt mondja, hogy
ez mar észszeriien sok prébalkozas utan is nagy eséllyel optimalis megoldast ad.

Allitas. A Karger-algoritmus egyszeri futtatdsa esetén legaldbb n% eséllyel globdlis minimdlis vdagdst
kapunk.

Bér a % nagyon kis valdsziniiségnek tiinik, de ha ”72 Inn alkalommal futtatjuk az algoritmust, akkor
a sikertelenség esélye a fliggetlenség miatt mar csak

n2
L2 'T‘“"< 11
n2 *elnn_n

m
felhasznalva, hogy az m +— (1 - %) monoton névo és é—hez tart. Tehat j6 eséllyel globdalis minimalis

vagast kapunk.

Bizonyitds. Legyen F egy globalis minimalis vagas altal elvagott élek halmaza. Az algoritmus pontosan
akkor taldlja meg F-et, ha egyetlen élét sem hiizza Ossze. Legyen |E| = m, |F| = k és jelolje A; azt az
eseményt, hogy az i-edik 1épésben nem F-beli élet hiizunk 6ssze. Ekkor a szorzési szabaly miatt

P(siker) = P(ﬁQAi) = ﬁP(Ai ﬁAj)

ahol IE”(AZ- ‘ ﬂ;;ll Aj> annak a valésziniisége, hogy az i-edik 1épésben nem F-beli élet valasztunk, feltéve,

hogy az els6 ¢ — 1 1épésben sem valasztottunk ki egyetlen F-beli élet. Ezt a valoszintliséget szeretnénk
alulrdl becsiilni, amihez sziikségiink van a graf csics- és élszamara.

Az i-edik 1épés el6tt n — (i — 1) cstesa van a grafnak. Mivel az F minimélis vigas elemszama k,
emiatt minden csics foka legaldbb k, még az Gsszehtizdsok utdn is. Hiszen ha valamely (egyesitett)
csucs foka kisebb lenne, akkor a csicsbél kiindulé élek megfelel6i az eredeti %réf?an)fgy k-nal kisebb

n—(i—1
2

elemszamu vagast adndnak. Emiatt az i-edik 1épés el6tt a grafnak legaldbb k éle van. Tehat

P (Ai

i—1

k 2
ﬂAJ’) >1- k(n—(i—1)) =1- n—i+1
j=1 2

Ezt behelyettesitve kapjuk, hogy

P(siker) > (1—%)(1—7131)...(1—%) >

(n—-2)(n—3)...3-2) 2 2
S am—1..3  am-1-

ami épp a beldtandé allitas.

n?’

O

Megjegyzés. A véletlen algoritmusok két osztalyba sorolhaték az alapjan, az algoritmus milyen tulaj-
donsaga véletlen: a futasideje vagy a megoldasanak helyessége. Ha egy algoritmus biztosan a helyes
eredményre jut (avagy jelzi, hogy a feladatnak nincs megolddsa), de a futdsidé nemcsak a bemenetnek,
hanem a véletlennek is fliggvénye, az algoritmust Las Vegas algoritmusnak hivjuk. Mig ha a futasidé
csak a bemenettdl fligg, azaz randomizalt valasztasoktol fiiggetlen, viszont csak bizonyos valészintiség-
gel kapunk helyes eredményt, akkor egy Monte Carlo algoritmussal allunk szemben.
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2.4. Bayes-tétel.

A feltételes valdsziniiséget érinté jelenségek koziil kiemelendd a Bayes-tétel és a paradoxon, amit
felold (dgyis mint fals pozitiv paradoxon, avagy base rate fallacy).

Bayes-paradoxon
Rontgenvizsgalat sordan 0,95 annak a valdsziniisége, hogy tbe-s beteg betegségét felfedezik. An-
nak valdszinlisége, hogy egy egészséges embert betegnek taldlnak 0,001. A tbc-ben szenvedék
aranya a lakossagon beliil 0,0001. Mennyi annak a valészintisége, hogy az ember egészséges, ha
atvilagitaskor betegnek talaltak?

A megoldds azon alapul, hogy Gsszefiiggést frunk fel a P(A | B) ésa P(B | A) feltételes valészintliségek
kozott, ahol A = {az alany egészséges}, és B = {pozitiv a teszt}.'!

Allitas. (Egyszerii Bayes-tétel) Legyenek A, B € F események, amikre P(A) > 0 és P(B) > 0 teljesiil.

Ekkor
P(B | A)P(A)

P(B)
A bizonyitas a definiciék behelyettesitésével rogton kovetkezik. Sokszor a tételt a teljes valdsziniiség
tételével kombinalva alkalmazzak:

Allitas. (Bayes-tétel) Legyenek B, Ay, As, ..., A, € F események, amikre P(B) > 0, P(4;) > 0
minden i-re, és Ay,..., A, teljes eseményrendszer. Ekkor

P(B | A1)P(A;)
i P(B | A)P(4)

P(A| B) =

P(Ay | B) =

Bizonyitds. Irjuk fel az egyszer(i Bayes-tételt Aq-re és B-re, majd bontsuk ki a nevezét a teljes valé-
szinliség tételével:
B(B| A)P(4) _  B(B| A)P(4)
P(B) imi P(B | Aj)P(4;)
ami épp a belatandé allitas. O

P(A1 | B) =

Példa. Térjiink vissza a fenti példdra. Legyen A; = {az alany egészséges}, Ay = A és B =
{pozitiv a teszt}. Ekkor
P(B | A))P(A4,) B 0,001 - 0,9999

(B| A1)P(A,) + P(B | A3)P(43) ~ 0,001 -0,9999 + 0,95 - 0,0001
ami nem fest til j6 képet a bizonyos szempontbdl 95% biztonsdgunak tekintett tesztrél. Az ered-
mény csak latszolagos ellentmondas, ami abbdl fakad, hogy a vizsgalt populdciéban lényegesen tobb
egészséges ember van, igy tobb lehet6ségiink” van fals pozitiv eredményt kapni, mint fals negativ
eredményt.

P(A1|B) =5 ~ 0,9132

11745d még [youtube] Crash Course Statistics #24.
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3. Diszkrét valésziniiségi valtozok

Az el6z6 két el6addsban szerepld definiciok (eseményalgebra, feltételes valésziniiség) ugyan alapfogal-
mai a témanak, de nem elégségesek, hogy természetes médon le tudjunk irjunk bizonyos problémakat.
Példaul hogyan tudnank megfogalmazni az eddigi eszkozokkel olyan egyszerti allitasokat, hogy két
kockadobds eredménye fiiggetlen? Vagy hogy egy kockadobds atlagos eredménye 3,5, egy 0 és 1 kozt
egyenletesen kivalasztott véletlen szam atlagos értéke pedig %? Ezekhez arra van sziikségiink, hogy ne
csak eseményekrdl, hanem véletlen mennyiségekrdl (in. valdsziniiségi valtozdkrdl) is beszélni tudjunk.

3.1. Valészintiségi valtozo.

Definicié. Legyen X : Q — R fiiggvény. Adott z € R valds szdmra jelolje Q AR

(X <2} ¥ {weq| Xw) <},

vagyis azon kimenetelek halmazat, amikor X kisebb, mint x. Ezeket a
halmazokat az X nivéhalmazainak hivjdk. Az X fiiggvényt valészinii-
ségi valtozénak nevezziik, ha minden = € R-re

{X <z} eF,

azaz roviden X nivohalmazai események.

Példa. Az eddigi példainkban is szerepeltek mér valésziniiségi valtozok, csak nem neveztiik Gket a
neviikon. Néhany példa valdszintiségi valtozora:

s sz

(1) Egy kockadobds eredménye. A val6szintiségi valtozé definici6jdban szerepls {X < z} € F
minden valés z-re” feltétel ebben az esetben ekvivalens azzal, hogy minden k-ra azon kimene-
telek halmaza, amelyek esetén k-t dobtunk, egy esemény.

(2) Kockadobds eredményének négyzete. Lehetséges értékei 1, 4, 9, 16, 25 és 36, mindegyik lehets-
séget % eséllyel veszi fel. Formélisan felirva vélaszthatjuk az eseményteret Q = {1,2,3,4,5,6}-
nak, F és P ahogy kordbban, a valészinfiségi valtozé pedig Y (w) = w?.

(3) Egy urndban 2 fehér és 3 piros golyé van. Visszatevés nélkiil addig hiizunk, amig fehéret nem
huztunk. A fehér kihtuzédsaig hizott piros golyok szama egy valdszinliségi valtozd.

(4) Valdszintiségi véltozdt eseménybél is kaphatunk. Legyen

1 haweA,
La(w) = .y
0 egyébként.
Ezt hivjuk az A eseményhez tartozé indikator valésziniiségi valtozoénak.
Megjegyzés. Az {X < x} € F feltétel helyett hasznalhattuk volna az {X < x} € F feltételt is (ahogy
néhdny maés jegyzet teszi is), ahol értelemszeriien {X < z} def {we Q| X(w) < z}. Ez a médosités
nem valtoztatna a fenti definici6 értelmén, azaz ekvivalens definiciét kapnank. Hasonldan definidlhatok

az {X = x}, {X > x}, de akdr az {a < X < b} halmazok is, amik azon kimenetelek halmazai, amikre
teljesiil a zardjeles allitas. Beldthato, hogy ezek szintén események.

3.2. Varhato érték véges esetben.
Definicié. Egy X valosziniiségi valtozd egyszerii, ha csak véges sok értéket vehet fel. Egy egyszerii
valésziniiségi valtoz6 varhaté értéke:
EX)E Y k-P(X=k),
k€Ran(X)

ahol Ran(X) az X véges értékkészlete, és P(X = k) jeloli az {X = k} esemény val6sziniiségét.
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Fontos, hogy a képletben szerepel a k szorzd, anélkiil ugyanis ZkeRan( X) P(X = k) = 1 barmilyen
egyszerit X valtozo esetén.

Példa. Szamoljuk ki a fenti példakban szerepld valdszinliségi valtozdk varhatéd értékeit:
(1) A kockadobds esetén Ran(X) = {1,2,3,4,5,6}, illetve P(X = k) = ¢ minden k € Ran(X)-re,
ezért
0 121
E(X) = E-P(X=k)= k-—-=—=3,5.
(X) kz::l ( ) I; c= 6 =%

(2) A kockadobés négyzetére hasonléan

1 91
E(Y) = > koB(Y = k) = (1+4+9+16+25+36) - - = - = 15,1667,
ke{1,4,9,16,25,36}
(3) Jeldlje Z a fehér goly kihtizdsdig hizott piros goly6k szamét:
3 . z
]E(Z) _ Z k- ]P)(Z _ k) szorza51:szaba1y
k=0
2 32 322 §21270+3+4+371

=0-241.-2249.222
0 5+ 54Jr 543Jr 5432 10

(4) Indikator valészinliségi valtoz6 varhatd értéke:
E(la)= > k-PAa=k) =0-P(1a=0)+1-P(1x=1)=P(A).
ke{0,1}
Ilyen értelemben a varhato érték kiterjesztése a valoszintiségeknek az indikator valtozokrél az
(egyeldre csak egyszerli) valdsziniiségi valtozdkra.

Valésziniiségi valtozdkra — ahogy valds értéki figgvényekre — definidlhatok a szokasos miiveletek:
ha X és Y valdszinliségi véltozd, akkor X + Y az a fiiggvény, amire (X + YV)(w) = X(w) + Y (w).
Belathaté, hogy az Osszeg is valdszintiségi valtoz6.'? Hasonléan definidlhatjuk valészintiségi valtozék
kiilonbségét, szorzatat, illetve ha a nevezd sehol sem nulla, akkor hanyadosat.

A véarhaté érték egyik siirtin hasznalt tulajdonsaga, hogy linearis. Ez alatt egyrészt azt értjik, hogy
barmilyen ¢ € R esetén E(cX) = cE(X) (ez még egyszeriien latszik). Masrészt, hogy E additiv:

Allitas. Legyenck X ésY egyszert valdsziniiségi vdltozdk. Ekkor E(X+Y)=EX +EY.

Bizonyitds. Jelole a Ran(X + Y) halmazt M, Ran(X)-et K és Ran(Y)-t L. Ekkor a definicidkat
kibontva

EX+Y)= Y m PX+Y=m)=Y m~IP’( U {X:k,Y:l}):

meM meM kkeKl,leL
+l=m
=Y Y k+D)PX=kY=0=> Y (k+])-P(X =k Y =1
meM kkef_(lﬁeL keK leL
:Zk-P(U{X:k,Y:l}>+Zl-P(U{sz:,Yzl})
keK leL leL keK
=> k-P(X=k)+) I-P(Y=1)=EX +EY,
keK leL

ami épp a bizonyitando allitas. O

12Nem egyszerii valészinfiségi valtozok esetén a bizonyitis nem magatdl értet8ds. Erdemes hasznalni hozzé, hogy a
raciondlis szdmok siir(in helyezkednek el, és igy {X +Y < z} = UreQ({X <r}n{Y <z-—r}).
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Az additivitds hasznos eszkoz olyan esetekben is, amikor kevés sz6 esik valosziniiségi valtozdk Ossze-
gérol.

Példa. Bizonyitsuk be a 3 halmazra vonatkozé Poincaré-formulat, azaz hogy

3
P(A;UA3UAs) =D P(A)— > P(ANA))+P(A N AN Ag).
i=1 1<i<j<3

Ekkor a fenti indikator valészintiségi valtozés példa miatt:

P(UiA) =1=P(N: 4) =1-E(1 ) = 1-E([]15) =1 -E(JJ0 - 14)) =
=1- E<1 =14, — 14, =14, + 14,04, +L1ana, +1ana, — 1A10A2ﬂA3>

3
=3 P(A)— D P(A4NA))+P(AN AN As),
i=1 1<i<j<3
ami épp a bizonyitando allitas.

Vegyiik észre, hogy a szamolas els6 sordban nem hasznaltuk, hogy 3 halmazrdl beszéliink. Valéja-
ban ugyanez az érvelés tetszbleges véges sok halmazra elmondhatd, és igy bebizonyithat6é a Poincaré-
formula.

Lattuk, hogy az egyes valdszinliségi valtozdk varhat6 értékének meghatarozdsdhoz elég volt a P(X =
k) értékeket ismerniink. Ezen valdsziniiségek Osszességét hivjuk az egyszerii valdszin(iségi valtozo el-
oszlasanak.

Nézziink néhany nevezetes eloszlast:

Definicié. Egy X valdszinliségi valtozd binomidlis eloszlasi, n € N és p € [0, 1] paraméterekkel, ha
n
P(X =k) = (k)pk(l -p)" " ke{0,1,2,...,n}.
Jelolése: X ~ B(n,p).
Példa. Dobjunk fel egy olyan pénzérmét n-szer, ami p valdsziniiséggel mutat fejet egy dobds utan.
Ekkor a fej dobasok szdama egy binomidlis eloszlast valdszintiségi valtozo.

Altaldnosan, ha fiiggetlen kisérleteket végziink, amiknek azonos a sikervaldszinfiségiik, akkor n ki-
sérletbdl a sikerek szama binomidlis eloszlasti n és p paraméterekkel. Formalisan ez a kovetkezdképp
frhato fel: legyenek Ay, ..., A, egylittesen fliggetlen események. Tegyiik fel, hogy P(A;) = p minden
i-re. Ekkor

1a, +---+1a, ~ B(n,p),
vagyis a B(n,p) eloszldst valészinliségi valtozéra mindig nézhetiink gy, mint n darab egyiittesen
fliggetlen esemény indikdtorainak Gsszegére.

Ennek a hasznossdga rogton lathatd, ugyanis ha X ~ B(n,p), akkor

E(X)=EQ1a, + - +14,)=PA1)+ - +PA4,)=n"-p
a varhato6 érték additivitdsa okén.

Definicié. Egy X valésziniiségi valtozo egyenletes eloszlasi egy n elem@i S C R halmazon, ha

1
P(X =k)=—
(x=r=1
minden k € S esetén.
Ha S ={1,2,...,n}, akkor a val6szintiségi valtoz6 vrhaté értéke 1t2totn — ndl
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3.3. Randomized Quicksort algoritmus.

Az €l6z6 el6adason szd volt a Karger-algoritmusrol. Nézzink egy hasonlé példat, a varhato érték
alkalmazhatdésiagat demonstralandé.

Input: egy z1,..., 2, kilonbozd elemekbdl 4116 tomb (n > 1). Output: ugyanezen elemek témbje
sorba rendezve. Az algoritmus a kovetkezé: Ha a lista egy elemti, visszatérési érték a lista. Egyébként
valasztunk egy p elemet (neve: pivot elem), a tobbieket pedig szétvalogatjuk két témbre: p-nél kisebbek
és p-nél nagyobbak (ez n — 1 sszehasonlitast jelent). Alkalmazzuk rekurzivan a quicksort algoritmust
a kapott két tombre, majd adjuk vissza az ebbdl 6sszekonkatenalt eredményt: p-nél kisebbek rendezve,
aztan p, végil p-nél nagyobbak rendezve.

Ez egy Las Vegas algoritmus'®, vagyis egyesélyes az eredmény (biztosan jé eredményt kapunk),
csak az nem vildgos, meddig tart eljutni odaig. Legrosszabb esetben mindenkit mindenkivel 6ssze kell
hasonlitanunk, igy (g) Osszehasonlitast végziink: példaul ha mar eleve sorba van rendezve a tomb, és
mindig a legels6 elemet védlasztjuk pivot elemnek.

Rendben, van amikor lassd, de mégis meddig tart atlagosan? Ez attdl is fiigg, hogyan valasztjuk
a p pivot elemeket. Tegyiik fel, hogy a p vilasztasa egyenletesen véletlenil torténik, és a kiillonb6zo
quicksort hivasokban egymastél figgetleniil.

Allitas. Jelslje X,, a quicksort algoritmusban elvégzett dsszehasonlitdsok (véletlen) szdmdt, ha a be-
menet hossza n. Ekkor E(X,,) < 2nlnn.

Bizonyitds. Legyen yi,...,y, az algoritmus kimenete (vagyis a rendezett témb). Legyen X, ; az a
valoszintiségi valtozo, ami pontosan akkor 1, ha valamikor az eljaras soran 0ssze kellett hasonlitanunk
az y; 6és az y; szamokat, egyébként 0. Mivel minden 6sszehasonlitdst legfeljebb egyszer végziink el, igy

X =Y Xij.

i<j

Vegyiik észre, hogy az X; j-k nem fiiggetlenek. De ettdl még teljesiil, hogy

EX, = E(in,j> => EX;;.
i<j i<j
Tehét elég meghataroznunk az EX; ; = P(X; ; = 1) mennyiségeket.

Nézzik az yi, Yit1,- - -, Yj—1,y; szamokat. Az algoritmus definiciéja miatt elébb-utébb mindegyikiik
lesz pivot elem, de hogy milyen sorrendben, az véletlenszerti. Az X; ; = 1 feltétel (azaz hogy y;-t és
y;-t Ossze kellett hasonlitanunk valamikor) pontosan akkor teljesiil, ha ezen szamok koziil a legel8szor
vagy y;-t vagy y;-t valasztjuk pivot elemnek. Ha nem ez térténne, y; és y; kiilon résztémbben folytatna
karrierjét, és igy sosem keriilne 6sszehasonlitasra.

Mivel a pivot elemeink egymastél fﬁggetlenﬁl egyenletesen valasztédnak ki, annak az esélye, hogy

legelszor y;-t vagy y;-t vélasztunk, éppen p—y +1 Tehat

EX, =Y EXi;j= Y. ]—Z+1 anm

i<j 1<i<j<n

()

=-2n—-1) 1) = —dn+ (2n +2)
(n (n+ kz::k n+ (2n + ;k

Beldthatd, hogy > p_, % <lnn+1,igy EX,, < —4dn+ 2n+2)(lnn+1) <2nlnn. O

13L4sd a Karger-algoritmus utani megjegyzést.
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3.4. Varhato érték végtelen diszkrét esetben.

Varhato értéket nem csak egyszerli valészintiségi valtozokra szamolhatunk.

Definicié. Legyen X egy kizardlag nemnegativ értékeket felvevd valdszinliségi valtozé. Definidljuk
ekkor a varhaté értékét: ot
EX) Y sup E(2),

Z egyszerii,
Z<X

ami vagy egy nemnegativ valés szdm vagy +o0o. Vagyis az X-nél (minden w € 2 ponton) nem nagyobb
valoszintiségi valtozok varhato értékeinek a ,lehetd legnagyobb értéke”, a szuprémuma.

Hét ez nem tlnik tul egyszeriien szamolhatonak. A kiszdmolasban a kévetkezé allitds segit ugyne-
vezett diszkrét valoszinliségi valtozdk esetében.

Allitas. Legyen X olyan nemnegativ valdsziniiségi viltoz6"*, aminek értékkészlete Ran(X) = {ky, ko, ...}
megszamldlhatoan végtelen. Ekkor

oo
1) E(X) =) ki P(X =k).

j=1

Definicié. Egy valészintiségi valtozo diszkrét, ha értékkészlete megszamlalhat6 (nem feltétlendil vég-
telen).

Kitérs. A végtelen halmazok sem mind ugyanakkorak, azaz nincs barmelyik ketté kozt kolcsonodsen
egyértelmli megfeleltetés. Emiatt megkiilonboztetiink megszamlalhatoan végtelen és megszamlalhatat-
lanul végtelen halmazokat.

Megszdmldlhatdan végtelen az, aminek fel tudjuk sorolni az elemeit egy (természetes szémokkal
indexelt) sorozatként. Ilyen példdul Z, az egész szdmok halmaza (ami tobbek kozt felsorolhatd a
kévetkezéképp: 0,1,—1,2,—2,3,—3...), de a racionalis szamok is'®. A megszamlalhatéan végtelen
halmazok mind ugyanakkorak, vagyis barmely kett6 kozt van kolecsonosen egyértelmii megfeleltetés.

Megszamlalhatatlanul végtelen az a halmaz, ami végtelen, de nem megszamlalhatéan végtelen. Ilyen
példaul R, a val6s szamok halmaza, de a [0, 1] intervallumon értelmezett Riemann-integrélhaté fiigg-
vények halmaza is. A megszamlalhatatlanul végtelen halmazok nem mind ugyanakkordk, példaul az
el6z6 két példa halmaz sem.

Példa. Dobéaljunk fel egy pénzérmét addig, amig fejet nem kapunk. Legyen p annak a valdsziniisége,
hogy az érme a fej oldalat mutatja. Ekkor annak a valdszintlisége, hogy éppen k dobéasra lesz sziikségiink:
(1 — p)*~'p, hiszen k — 1-szer kell irdst dobnunk, majd egyszer fejet.

Vegyiik észre, hogy a dobdsok szima nem egyszer(i valdszinliségi valtozé, hiszen k akarmilyen pozitiv
egész értéket felvehet. A valdszinliségi valtozo varhaté értéke a fenti allitds segitségével szamolhato.
Ahogy azt latni fogjuk az 5. eléadasban, az eredmény %.

14Nem feltétleniil nemnegativ valészinliségi valtozé esetén a varhaté érték ugyanezzel a formuléval definidlhato,
amennyiben a sor abszolit konvergens.
15145d BSZ1 jegyzet: cs.bme.hu/bszl/jegyzet/bszl_jegyzet.pdf
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4. Folytonos valészintiiségi valtozdok

Eddig olyan valdszinliségi valtozokrdl beszéltlink, amik értékei egy véges, vagy megszamlalhatdéan
végtelen halmazt alkotnak, tipikusan az egész szamok valamely részhalmazat. Vannak viszont olyan
véletlen mennyiségek, amiket célszerti igy modellezni, hogy barmilyen valds értéket felvehessenek.
Ilyen sok fizikai mennyiség, vagy valamely torténés bekovetkezéséig eltelt idé. Most ezekrél lesz sz6.

4.1. Eloszlasfiiggvény.

A feladatokban mar el6fordult, hogy valasztottunk egy szamot ,egyenletesen véletlenszeriien” egy
intervallumbdl, esetleg egy pontot egy kétdimenziés alakzatbdl. Ezek éppen olyan véletlen mennyisé-
gek — a mult heti szohasznélattal valésziniiségi valtozdk —, amik nem diszkrétek, azaz nem csak egy
megszamlalhatéan végtelen halmazbdl vesznek fel értékeket.

Ez miért probléma? Amikor X egy diszkrét valészinliségi valtozé, akkor 6t le tudjuk {rni az eloszlasa
segitségével, vagyis a

P(X =k), P(X =ka), ...
0 és 1 kozti szamokbdl all6 sorozattal, ahol ki, ks, ... az X lehetséges értékei. Legyen most X egy
egyenletesen véletlen szdm a [0, 1] intervallumbél. Ez alatt azt értjiik, hogy X olyan valdsziniiségi
valtozo, amire P(X < t) =t ha t € [0,1], példdul P(X < 1) = 1. Ekkor P(X = k) = 0 barmilyen k
esetén, vagyis a fenti (diszkrét értelemben vett) eloszlds 1ényegében semmit nem mond a valdsziniiségi
valtozérdl (azon til, hogy egydltaldn nem diszkrét).

Erre mondhatnank, hogy ,,Oké, de a viltoz6t akkor is leirja, hogy a [0, 1]-bél veszi fel az értékeit,
igy elég, ha ezzel a tulajdonsdggal hivatkozunk ra.” A kiévetkezd példa mutatja, hogy miért nem.

Példa. Legyen X egy egyenletesen véletlen szdm a [0, 1] intervallumbdl, és tekintsiik az ¥ = X?2

valészinliségi valtozdt. Ekkor YV értékei szintén a [0, 1] intervallumbdl valok, de Y mégsem ugyanigy

miikddik, mint X. Hiszen egyrészt P(X < 1) = 1, mdsrészt

1 1 1 1
P(v<5)=P(x?<5)=P(X<—)=—.
2 2 2l Tz
Vagyis Y nagyobb eséllyel vesz fel kisebb értékeket, az ,eloszldsa jobban koncentralédik a 0 koril, mint
X eloszlasa”. Mindjart tisztazzuk, hogy ez mit is jelent.
Altaldnosan, az X eloszlésat az n. eloszlasfiiggvénye segitségével irhatjuk le.
Definicié. Legyen X valészintliségi valtozo. Ekkor az
Fx :R—[0,1] Fx(z) =P(X < z)
fliggvényt az X eloszlasfiiggvényének hivjuk.

Vegyiik észre, hogy {X < z} eleme F-nek, azaz esemény (mivel X val6szi-

niiségi valtozo), ezért van értelme beszélni a P(X < z) valészinliségrol. " P
A fenti példaban szereplé X és Y eloszlasfiiggvényei: os
0 hax<0, 0s /,/ Fy
Fx(z)=P(X <z)=<z haxc(0,1], Ny
1 haz>1, N oo
0 haz<0, )
Fy(z) =P(Y <z)=P(X?<z)=P(X <vz)=< z haze(01], N Fy
1 ha x > 1. oz :
Nézziik, mit tud altalanosan egy eloszlasfiiggvény. Egyrészt vilagos, hogy o3 : os 10 s

Fx(b) — Fx(a) =P(X <b)—-P(X <a)=Pla< X <))

tetszOleges a < b valés szamokra, P additivitdsa miatt. Az eloszlasfiiggvények karakterizalhatok is.
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Allitas. Egy F : R — [0,1] figguény akkor és csak akkor eloszldsfiiggvénye valamilyen valdszindségi
valtozénak, ha
(1) F (nem feltétlenil szigoridan) monoton névd,

(2) F balrdl folytonos, azaz minden x-re az F baloldali hatdrértéke x-ben F(x),
(8) limgy oo F(2) =0 és limg oo F(x) = 1.

A balrdl folytonossdg kozel sem jelent folytonossdgot. Példa-
ul diszkrét valdszintiségi valtozdk eloszlasfiiggvénye sosem folytonos.
Igen, eloszlasfiiggvény diszkrét esetben is mindig van, és ez is balrol
folytonos, de jobbrél nem. Példaul egy kockadobéas, mint valészint-
ségi valtozo, eloszlasfliggvényét lasd jobbra.

Bizonyitds. Legyen X valdszinliségi valtozo, és z < y. Belatjuk, hogy
Fx-re igaz a fenti harom feltétel. Valéban, F'x monoton nové, hiszen
{X < SC} - {X < y}, ezért 1 2 3 4 5 6

Fx(z) =P(X <z) <P(X <y) = Fx(y),

felhasznalva a valésziniiségi mez6rol széld 1.3 alfejezet kovetkezményét.

Nézziik a mdsodik tulajdonsdgot. Az Fx balrdl folytonossdga ekvivalensen azt jelenti (dtviteli
elv), hogy barmely monoton névé (z,),en sorozatra, amire x,, # x és x,, — z, teljesiilnie kell, hogy
lim, o Fx(z,) = Fx(x). Megmutatjuk, hogy ez valéban teljesiil. Egyrészt

@k @l 2w ik ala

|

: _ g _ . <
nh_)n;oFX(:cn) nh—{réoP(X <xp) =P(X < xz0) +n11_>H;OIP’(kL_J1{xk1 <X < xk}),
felhaszndlva a valdsziniiség additivitdsat, illetve hogy {X < z,} = {X < zo} U{zo < X < z,} =
{X <z} UUp_1{zp—1 < X < 21} A mésodik tag a kovetkezdképp alakithaté at:

n—oo

lim ]P( U{xk,l <X < xk}) = JLII;OZP(xk,l <X <ap)=Plag < X < x),
k=1 k=1

felhasznalva a valdészinliség o-additivitdsat, illetve hogy U2 {zk—1 < X < zx} = {wo < X < z}. Ezt
visszahelyettesitve az el6z8 egyenletbe azt kapjuk, hogy lim, o Fx(z,) = P(X < x9) + P(zg < X <
r) = P(X < x) = Fx(z).'° Hasonl6 okbdl teljesiil a harmadik feltétel is.'”

(Ez az el6addson nem szerepel.) Visszafelé, legyen adott F', ehhez keresiink egy megfelel6 X vald-
szintiségi véltozét, amire F' = Fy. Legyen U egy egyenletesen véletlen szam a [0, 1] intervallumbél.'®
Definialjuk az X-et, mint

X=inf{fyeR| U< F(y)}.
Ekkor az X és az infimum definiciéja miatt
P(X <z)=P(inf{ly e R | U< F(y)} <z) =
=P(van y € R, amire y < z és U < F(y))
Beldthato, hogy ilyen y pontosan akkor létezik, ha U < F(z). Val6ban, ha van ilyen y, akkor U <
F(y) < F(z), mivel F' monoton névé. Megforditva, ha U < F(z), akkor F' balrél folytonossédga miatt
van z-hez elég kozel egy y, amire U < F(y) szintén teljestil. Kovetkezésképp:

P(X <z)=P(U < F(z)) = F(z),

hiszen 0 < F(x) < 1, és a példdban lattuk, hogy P(U < z) = z barmilyen 0 < z < 1 szdm esetén.
Ezzel az allitast belattuk. g

16Eyzel az érveléssel kaphatjuk, hogy az Fx jobboldali hatarértéke z-ben P(X < ).

17A hasonlé ok neve a valészintiség folytonossagi tulajdonsiga.

18 Azt illenék bebizonyitani, hogy ilyen egyenletesen véletlen szdm, mint valésziniiségi valtozd, valéban 1étezik. Ennek
a preciz leirdsa tdmaszkodik a Lebesgue-mérték fogalmara, igy ettél most eltekintiink.

T
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4.2. Strtiségfiiggvény.

Most a valdszintiségi valtozok masik fontos hozzarendelt fiiggvényét vizsgaljuk: a slirtiségfiiggvényét.
Ennek tobbek kozt azaz oka, hogy az eloszlasfiiggvény grafikonjarél nem feltétlentl konnyi leolvasni a
valészintiségi valtozo tulajdonsigait. Szé volt mar példaul az X és X2 valtozdkrdl, ahol X egyenletesen
véletlenszerii [0, 1]-en. Meg tudjuk-e mondani az eloszlasfiiggvény dbraja alapjan, melyik szdm 0,01
sugart kérnyezetében lesz a legnagyobb eséllyel X2? Vagy hogy hényszor akkora eséllyel lesz az X2
értéke az % kis koérnyezetében, mint % kis kérnyezetében?

Az els6 kérdésre hamar ravighatjuk, hogy 0-nél (egész pontosan 0,01-nél), hiszen ott né a legme-
redekebben az eloszlasfiiggvény, mds szavakkal az ottani x-ek jirulnak hozza leginkdbb az Fx2(x) =
P(X? < z) valésziniiség novekedéséhez. A masodik kérdés valamivel triikkosebb, a valasz v/3, amihez
az eloszlasfiiggvény érint6inek meredekségeit kell 6sszehasonlitsuk, lasd lejjebb. Vegyiik észre, hogy
mindkét esetben a meredekségeket kell vizsgaljuk.

Ha valakinek rossz el6érzete lenne az ,érinté meredeksége” szdékapcsolat hallatdn, megnyugtatndm,
derivalni fogunk. Hiszen az els6 példa is éppen azt mutatja, hogy az eloszlasfiiggvény meredekségeinek
fliggvénye, azaz derivaltfiiggvénye lenne hasznunkra. Mar amennyiben létezne, csakhogy 0-ban és 1-ben
Fx2 nem derivalhaté. Ezt a problémat megkeriilendd, a derivalas egyik dltalanositasat fogjuk hasznél-
ni, ami a ,,jo-lesz-az-ugy” filozofiat kovetve egyszeriien nem foglalkozik azzal, hogy a fiiggvény egy-egy
pontban nem derivilhaté (ha a fiiggvény legalédbb folytonos). Ez nem fogja elrontani a szdmitasainkat.

Definicié. Egy X valdszintiségi valtozot folytonosnak neveziink, ha létezik olyan nemnegativ, valds
fx : R — R fiiggvény, amire az ffooo fx(z)dz improprius Riemann-integral véges'?, és minden x € R
esetén

/:; fx(2)dz = Fx (),

ahol az integral improprius Riemann-integrél. Az fx fliggvényt az X silirtiségfiiggvényének hivjuk.

A definicié nem tul konstruktiv: a feltételként adott integrdlokbdl nehéz kiszdmolni fx-et. S6t,
val6jaban azt sem biztositja, hogy a sliriiségfiiggvény egyértelmii legyen, hiszen ha f silirliségfiiggvénye
X-nek, akkor az is sliriségfiiggvény, ha f-et megvéiltoztatjuk egy ponton (hiszen az integralok nem
valtoznak). Hogyan lehet akkor kiszdmolni valamit, ami nem is egyértelmi?

Allitas. Ha Fx folytonos és végessok pont kivételével mindenhol derivdlhatd, akkor X folytonos vald-
szindségi vdltozo, és az

(x € R)

f() Fi(z) ha Fx deriwdlhatd z-ben,

) =
0 eqyébként

figguény striségfiigguénye X -nek.

Példa. Az allitds szerint a fenti [0, 1]-en egyenletes eloszldst X esetében

1 ha0<z<1, L ha0<z<l,

z) = és x) =< 2@ z€eR
fx(@) {0 cgyébként, fx2(a) {0 egyébként ( )

fiiggvények stirtiségfiiggvényei X-nek és X2-nek. Szemléletesen a sfirfiségfiiggvény értékei annak az
esélyét jelolik, hogy az X valtozd a x érték kis kornyezetébe esik?’. Igy az alfejezet elején feltett
masodik kérdés valasza fx= (i)/fXZ (%) %/% =/3.

19 Altaldnosabban Lebesgue-integralhato siirtiségfiiggvényrdl is beszélhetnénk. Most nem fogunk.
20Feltéve, hogy a stirliségfiiggvény épp folytonos. Ha egy-egy pontban megsziintetheté szakadéasa van fy2-nek, akkor
a pontbeli értékének nincs jelentéstartalma.
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Megjegyzés. Mi most nem fogunk ilyen esetekkel foglalkozni, de egy valdsziniiségi valtozo6 lehet olyan,
ami nem diszkrét, de nem is folytonos (példaul egy indikdtor valtozé és egy folytonos szorzata). Sét az
sem igaz, hogy ha Fx folytonos, abbdl kovetkezne, hogy X is folytonos (bar a megforditottja teljesil:
egy folytonos valtozo6 eloszlasfiiggvénye folytonos).

A surtségfiiggvény praktikus haszna jéval nagyobb anndl, mint
hogy a fenti kis kornyezetekrdl informaciéval szolgal. Nézziik tehat
a tulajdonsagait.

Allitas. Legyen X folytonos valdsziniségi vdltozd. Ekkor minden a <
b valds szamok esetén

b
Pla< X <b) = / fx (x)de.

Bizonyitds. A val6szinliség additivitdsa miatt

Pla<X <b)=P(X <b)—-P(X<a)—P(X =a)=

b a b
z/ fX(x)dac—/ fX(m)dJ;—Oz/ fx (x)dz,
ahol felhasznaltuk, hogy az integrdlas additiv az integralasi intervallumban. O

Az eloszlasfiiggvényhez hasonldéan a stirliségfiiggvények is karakterizalhatok.

Allitas. Egy nemnegativ f : R — R figguényhez akkor és csak akkor létezik X folytonos valdsziniiségi
valtozo, aminek az f siriségfiggvénye, ha f Riemann-integrdlhato és

/_Z f(z)dz =1.

Az vildgos, hogy ha X folytonos valdsziniiségi valtozd, akkor fx-re teljesiil az egyenlet. A visszafelé
irdnyt nem bizonyitjuk.

Feladat. Jelolje egy alkatrész élettartamat Z (érdkban szdmolva). Ha Z eloszlasfiiggvénye

0 ha z < 100,
Fz(r) = {1 — 100 hy 2 > 100,

akkor mi a valdszintisége, hogy az alkatrész nem romlik el az els6 150 6raban?
4.3. Varhato6 érték, folytonos eset.
El6z6 eléadason definidltuk nemnegativ valészinliségi valtozok varhatd értékét:
E(X)= sup E(Z), ahol E(Z)= Y. k-P(Z=k).
z egy;;frﬁ’ keRan(X)

Vegyiik észre, hogy az elsé definicié nem csak diszkrét esetre értelmes, folytonos valdszintiségi valto-
zékra is ad valamit, csak nehezen latszik, hogy mit. Zavar6 viszont benne a nemnegativitasi feltétel.
Ahhoz, hogy megszabaduljunk ettél a feltételtdl, felhasznéljuk, hogy a varhaté érték a fenti definiciéval
is additiv, ahogy egyszerli valésziniiségi valtozokra ezt mar belattuk.

Allités. Legyenek X és Y nemnegativ valdsziniiségi vdltozok. Ekkor B(X +Y) = E(X) +E(Y).

Ezen azonossig segitségével definidlhaté nem feltétleniil nemnegativ (és nem is feltétleniil egyszerii)
valoszintiségi valtozokra is a varhaté érték.
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Definicid. Legyen X tetszOleges valoszintiségi valtozo. Jelolje X+ = max(X,0) az X pozitiv részét,

és X~ = max(—X,0) az X negativ részét. Ekkor Xt és X~ nemnegativ val6sziniliségi valtozok,
tovdbba X = X+ — X~. Ha E(X ) < 0o vagy E(X ™) < oo, akkor legyen
def

E(X) = E(XT) -E(X7),
ami vagy egy valds szdm, vagy +oo, vagy —oo. Ha E(X1) = E(X ™) = oo, akkor a varhaté értéket
nem értelmezziik.
Bar ezek a definicidk értelmesek folytonos valdsziniiségi valtozdkra is, nem konstruktivak, konkrét
valésziniiségi valtozo varhatd értékét nehéz igy meghatarozni. A kovetkezd allitas ezt hidalja at.
Allitas. Legyen X folytonos valdszindségi vdltozd, amire

/Oo It] - Fx (£)dt < oo

— 00

Ekkor
(o)
@) E(X) = / Ee fx()dt.
—o00
Az allitas feltételére azért van sziikség, hogy kizérjuk azt az esetet, amikor E(X) nem definidlt.
Definicié. Egy X valdsziniiségi valtoz6 egyenletes eloszlast az (a,b) intervallumon, ha siiriség-
fliggvénye
1
—— haa<z<b,
fx(@) =10 s
0 egyébként.
Jelolése: X ~ U(a,b).

Ez valoban siirtiségfiiggvény, hiszen

oo b
1 r 1 b—a
— = = :1.
/_Oof(x)dx /a —_— {b—a]a b—a

Egy egyenletes eloszlasi valészinliségi valtozé varhato értéke

[eS) b T 33‘2 b b2—a2 a+b
]E(X)Z/_Oox~fx(x)da::/a b—adx:{Q(b—a)LZQ(b_a): 5

ami intuitivan is vildgos: atlagosan az intervallum koézepét kapjuk értékiil.

Vegyiik észre, mennyire hasonlitanak a diszkrét esetre vonatkoz6 (1) egyenlet és a folytonos eset-
re vonatkozé (2) egyenlet. Ez azért van, mert mindketté a varhatd érték altaldnos fogalmanak a
realizaciéja. Ez a lenti allitasban is megnyilvanul, ahol parhuzamosan targyalhatjuk a két esetet.

Allitas (Transzformdlt varhaté értéke). Legyen X waldszindségi valtozd, és g : R — R fiigguény.
Tegyiik fel, hogy E(g(X)) létezik. Ha X diszkrét, akkor

E(9(X)) =Y g(k;) - P(X = k),
j=1
ahol Ran(X) = {ky,ka,...}. Ha pedig X folytonos, akkor

E(g(X)) = / o) - Fx(@)d.

Példa. Legyen X olyan valésziniiségi valtozd, aminek fx : R — R sirtiségfiiggvényére teljestl, hogy
f(x) =2e72* hax € [0,00), és 0 egyébként. (Ellendrizziik le, hogy ez valéban stirfiségfiiggvény.) Ekkor

E(eX) = / e’ fx(z)da = / e*2e 2 dx = 2/ e *dx = 2.
0 0

— 00
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5. Nevezetes eloszlasok

A most kovetkez6 elfaddsban el6szor a geometriai valésziniiségek illetve folytonos valdszintiségi
valtozok egy paradoxonjardl lesz sz6, majd kiillonb6zo eloszlasokkal foglalkozunk, vegyesen diszkrét és
folytonos kontextusban, ezzel is alkalmazva az el6z6 két eléaddson tanultakat.

5.1. Bertrand-paradoxon.

Folytonos valdszintiségi valtozokat (illetve eloszldsukat) tobbféleképp megadhatunk. Torténhet ez a
strtségfliggvényiik vagy az eloszlasfiiggvényiik segitségével, de van, hogy ennél kézvetettebb informa-
ciénk van csak a valtozérdl. Bertrand paradoxonja’! ravilagit, hogy mennyire nem nyilvinval6 feladat
az utébbi esetben meghatarozni a valdszinliségi valtozd eloszlasat.

Bertrand-paradoxon
Valasszuk ki egy kor egy hurjat véletlenszertien. Mi a valésziniisége, hogy a hir hosszabb, mint
a korbe irhaté szabdlyos haromszog egy oldala?

A paradoxon ellentmondésa, hogy a feladatra adhaté olyan megoldas, amibél az % valasz adé-

dik, de olyan is, amibdl % vagy i. Hogyan torténhet ez? Lassuk el6szor a megoldasokat:

(1) Vélasszunk egyenletesen véletlenszerlien és egymdstdl fliggetleniil egy P(A)=1/3
P és egy (@ pontot a korvonalrdl, és legyen a har az 6ket 6sszekotd
szakasz. Sorsoljuk ki el6szor a P pontot, majd rajzoljunk a korbe egy
olyan szabdlyos hiromszoget, aminek csicsa ez a P. Vildgos, hogy
pontosan akkor kapunk a haromszog oldalanal hosszabb hurt, ha @ a
hdromszog masik két csticsa kozé esik. Igy a keresett valdszinfiség %

(2) Vélasszuk ki egyenletesen véletlenszertien egy sugarat a kornek, majd
rajta egyenletesen véletlenszerfien (a sugar vdlasztéstol fiiggetleniil) egy

P pontot. A hir legyen az, amelyik a sugarra meréleges, és a sugarat P e
pontban metszi. Sorsoljuk ki el6szor a sugarat, majd rajzoljunk a kérbe
egy olyan szabélyos haromszoget, aminek egyik oldala merdlegesen met-
szi a sugarat, jelolje a metszéspontot S. Lathatd, hogy pontosan akkor [/ ! AN
kapunk a haromszog oldaldanal hosszabb hart, ha a P pont kozelebb van \/ : s \/
a kor kozéppontjahoz, mint S. Mivel S felezi a sugarat, igy a keresett \@/
valoszinfiség 3.

P(A)=1/4

(3) Vélasszunk ki egyenletesen véletlenszerlien egy P pontot a korlapon.
Legyen a hir az, aminek éppen P a felez6pontja. Ilyen hir mindig csak
egy van (hacsak P nem a kézéppont, de mivel ez nulla val6szintiségii
lehet8ség, igy ezzel az esettel nem kell foglalkoznunk). Vegyiink egy
szabélyos haromszoget a korben, és nézziik ennek a beirhaté korét. A
hir pontosan akkor lesz hosszabb a haromszog oldalanél, ha P a kisebb
korbe esik. Az el6z6 esetben lattuk, hogy ha a nagy kor sugara r, akkor
a kis kor sugara 5. A keresett valészinfiség pedig a két kor teriiletének

T 2 1

[ 2
aranya, azaz (5) 7r/r T =7

A paradoxon feloldésa, hogy a ,véletlen hir” fogalma nem pontosan definidlt. Fiiggéen attél, hogy
melyik médszert alkalmazzuk a hir generaldsidra, mas-mas eloszlast kapunk, ezért kiilonboéznek a
valdszintiségek.

21y, ugyanaz a Joseph Bertrand, mint az els6 eléadasban szereplé doboz paradoxon szerzdje.
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Feladat. Jelolje X1, X5 és X3 a hur hosszat az egyes modszerek esetén, feltéve, hogy a kor sugara 1
egység. Mutassuk meg, hogy a valdszinliségi valtozdk striiségfiiggvényei:

2 1 T T
a) fx,(z) = ;ﬁv b) fx,(x) = 2\/47—73:2’ c) fx,(x) =
ha z € [0,2] és 0 egyébként.

)

|

5.2. Orokifja tulajdonsag.

A példdkban tobbszor elforduld, nevezetes eloszlasok a (diszkrét) geometriai eloszlds, illetve a (foly-
tonos) exponencidlis eloszlds. A két eloszlds kozeli rokonsdgban van, ezért egyszerre targyaljuk Oket.

Definicié. Egy X val6sziniiségi valtozd geometriai eloszlast p paraméterrel (ahol p € (0,1)), ha
P(X =k)=(1-p)'p
minden k pozitiv egész esetén. Jelolés: X ~ Geo(p).

Példa. Cérnat probalunk befiizni egy tiibe. Tegyiik fel, hogy minden egyes probalkozasndl 0,1 valo-
szinliséggel jarunk sikerrel, a korabbi probalkozasoktdl fliggetleniil. Ekkor a sziikséges probélkozasok
szama 0,1 paraméterii geometriai eloszlast kovet.

Geometriai eloszlast valészintiségi valtozé varhaté értéke:>?

Zk P(X=k)=> k-(1-p*!
k=1

Z(l—) 1oy W_Z(l_p)j_;_

k=i

7 =1

M8?

S a-pt =

14i=1 =1

Mg

=P

™~
Il

Definicié. Egy Z valdsziniiségi valtoz6 exponencidlis eloszlasi A\ paraméterrel (A > 0 valés), ha

Ae ™ ha x>0

— ’ F =
f2(x) {o cgyébként, o 0° 2(7) {

1—e ™ haz>0,
0 egyébként.

Jelolése: Z ~ Exp(\).

Ez valéban stirtiségfiiggvény, hiszen egyrészt nemnegativ, masrészt

/ f(z)dz = / e Mdx = [— e”‘zro =0+e =1
— 00 0 0

Egy exponencidlis eloszlast valdsziniiségi valtoz6 varhatd értéke:

E(Z) = /Oo zfx(z)dx = /000 Aze Mdx =

— 00

00 o0 o0 1 1
_ Az o _ AT — —Az - 0= — — —
f{x( e )}0 /O (e~ ) da o+/0 de=0-— = 5.

Az eloszlas f6leg olyan szitudcidkban keriil el6, amikor siiri, egymads utdni kisérletek valamelyikének
sikerességét varjuk. A A ardnyparaméter (angolul: rate) jelentése, hogy egység id6 alatt atlagosan
hény ilyen ,siker” torténik.

Egy eloszlas nem csak attdl lesz nevezetes, hogy sok alkalmazas esetében felbukkan, hanem attél
is, hogy specidlis tulajdonsagokkal bir. A fenti két eloszlas esetében ilyen tulajdonsag az orokifjusag
(angolul: memorylessness) is.

225 Zk Lk (1 — p)*~1 sor értéke hatvanysor derivildsa segitségével is kiszdmolhato.
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Definicié. Nevezziink egy X valdszinliségi valtozot orokifjunak a G C R halmazon, ha tetszéleges
s,t € G esetén

(3) PX>t+s|X >s)=P(X >1),
illetve P(X € G) =1, azaz X értéke 1 valésziniiséggel a G halmazba esik.

Ha X-re, mint egy torténés bekovetkezésének idépontjara gondolunk, a fenti egyenlet azt jelen-
ti, hogy ha s-ig nem kovetkezett be a torténés, akkor ugyanakkora eséllyel kell még legalabb ¢ idot
varnunk, mint ha most kezdenénk el varni. Vagyis az id6 nem valtoztatott semmit X bekovetkezési
hajlanddsagén.

Kérdés: Van-e egydltalan ilyen valdszintiségi valtozd, és ha igen, mi lehet az eloszlasa?

Allitas. Legyen X nembkonstans orokifjt valdszindségi viltozé a G halmazon.

(1) Ha G ={1,2,3,...} , akkor X eloszldsa geometriai.
(2) Ha G =[0,00), akkor X eloszldsa exponencidlis.

Vagyis ez a két eloszlas egymds analégja. Azt fejezik ki, hogy meddig kell varni egy torténésre, aminél
az eltelt id6 nem valtoztat a bekovetkezés esélyén. A kiilonbség a két eset kozt, hogy az elsé esetben
az id6 diszkrét, mig a masodikban folytonos médon van modellezve.

c sz

a kovetkezovel:

P(X >t+s)=P(X >t)P(X > s) (Vs,t € G).
Legyen eldszor G = {1,2,3,...}, és jelolje p a P(X = 1) valészintliséget. Ekkor s = 1 esetén az el6z8
egyenlet segitségével tetszOleges t pozitiv egészre azt kapjuk, hogy

PX>t4+1)=PX>t)P(X >1)=P(X >t)-(1—p) =
=PX>t—1)-(1-p?=---=(1-p)tt
Ebbdl viszont mar adédik a valtozd diszkrét eloszlasa:
PX=t)=PX>t-1)-PX>t)=(1-p)' ' —(1-p)'=

=(1-(1-p)A-pt=p1-p

ami épp a geometriai eloszlds definiciéja. Probléma csak azzal lehet, ha p € {0,1}. Ha p = 0,
akkor P(X = t) = 0 minden ¢ € {1,2,...} esetén, amely egyenletek igy nem hatdrozzék meg X
ami ellentmondas. Hasonl6éan, ha p = 1, akkor X a konstans 1 valésziniiségi valtozé, de feltettiik, hogy
X nem konstans, ez ellentmondés. Kévetkezésképp X valoban geometriai eloszlasu.

Legyen most G a nemnegativ valés szamok halmaza, és jeloljik g(¢)-vel az InP(X > t) mennyi-
séget’. Ez a logaritmus értelmes (azaz P(X > t) # 0), hacsak X nem konstans 0, amit viszont
kizdrtunk. Ekkor a (3) egyenlet logaritmusat véve kapjuk, hogy

glt+s)=InP(X >t+s)=InP(X >t)+InP(X > s) = g(t) + g(s),

vagyis g egy additiv fliggvény a nemnegativ valés szamokon. Szerencsére azt is tudjuk, hogy g monoton
csokkend, hiszen az eloszlastiiggvény ¢t — Fx (t) = P(X < t) monoton nové, igy ¢ — P(X > t) monoton
csokkend. De akkor a logaritmusa is monoton csékkend kell legyen.

Lemma. Ha g : [0,00) = R monoton csékkend fiigguény, amire g(t+s) = g(t)+g(s) teljesiil tetszbleges
s,t € [0,00) esetén, akkor g(t) = —\t, ahol A = —g(1) > 0.%*

231tt In jeloli a természetes alapu logaritmust.
24A monotonitas nélkiil nem igaz az &llitds, valami szépségi feltételre sziikség van (folytonos, vagy korlatos, Lebesgue-
mérhetd, ...). Bévebben ldsd: Cauchy fiiggvényegyenlete.


https://math.stackexchange.com/questions/423492/overview-of-basic-facts-about-cauchy-functional-equation
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A lemmét nem bizonyitjuk. A lemma miatt InP(X > t) = g(t) = —At, ahol A = —InP(X > 1).
Emiatt

PX<t)=1-P(X >t)=1—e,
ahol A # 0, kiilénben P(X > t) = 1 minden ¢-re teljesiilne, ami lehetetlen. Nekiink P(X < t) helyett az
eloszlasfiiggvényre, azaz P(X < t)-re lenne szitkségiink. Vegyiik észre, hogy t — P(X < t) folytonos,
ezért P(X < t) = limg vP(X < s) = P(X < t) = 1 — e, ami épp az exponencidlis eloszlds
eloszlasfiggvénye. O

A geometriai és az exponencialis eloszlas kozti kapcsolat abban is megnyilvanul, hogy a geometriai
eloszlas kifejezheté az exponencidlisbél.?”

Allitds. Ha az X waldszindiségi vdltozd exponencidlis eloszldsi \ paraméterrel, akkor [X] geometriai
eloszldst 1 — e~ paraméterrel.

Bizonyitds. Vildgos, hogy P([X] = 0) = P(—1 < X < 0) = 0. Tovabba tetsz8leges k pozitiv egész
esetén

P([X]=k)=P(k—1<X <k)=Fx(k)— Fx(k—1) =
_ (1 . 67/\]9) 7 (1 . ef)\(kfl)) _ ef)\(kfl) 7 ef)\lc _ efA(kfl)(l . e*/\)v
amiap = 1—e~* jeléléssel éppen (1—p)¥~1p, vagyis [ X| geometriai eloszlasti 1—e~* paraméterrel. [

5.3. Poisson-eloszlas.

A Poisson-eloszlas egy alkalmazasokban stiriin elokeriil6 diszkrét eloszlas. Intuitivan, olyankor buk-
kan fel, ha rengeteg nagyon kis valésziniiségii, egyméstol figgetlen eseménybdl vizsgaljuk, hogy hany
kovetkezik be?S. Ilyen példiul egy telefonkdzpontba beérkezd hivasok széma, vagy az egy adott éraban
sziiletd gyerekek szama.

Definicié. Az X valészintiségi valtozé Poisson-eloszlasi A paraméterrel (A > 0), ha

minden nemnegativ egész k-ra. Jelolése: X ~ Pois(\).

Ez tényleg egy lehetséges valdszintiségi eloszlas, azaz a valdszintiségek 6sszege 1, hiszen

o 0 A\F
S P(X =k)= Ee_)‘ = =1
k=0 k=0
A Poisson-eloszlasu valosziniiségi valtozo paramétere szemléletes jelentési, ugyanis
e A\ N e A1 N e A N
k=0 k=1 m=0

vagyis a paraméter épp a valtoz6 varhato6 értéke (vegyiik észre, hogy ez nem teljesiil sem a geometriai,
sem az exponencidlis eloszlisra).

25Megfordl'tva, az exponencidlis eloszlds in. hatareloszlasa a geometriainak, ha besiiritjik a geometriai lehetséges
bekovetkezési id6pontjait az % tObbszoroseivé, n — co és np — A.

267 hasonlésig az exponencidlis eloszlds hasonld lefrdsdval nem véletlen, ldsd még Poisson-folyamat, avagy [4], 8.4.
fejezet.


https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_point_process
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Példa. Egy kaszkadér egy évben atlagosan 2-szer sériil meg. Mi a valdszinlisége, hogy idén 4-szer?
Mivel egy kaszkadérnek rengetegszer van alkalma megsériilni, amiket tekinthetiink fiiggetlennek, igy a
Poisson-eloszlas jé kozelitése a sériilések szdménak, amit jeloljiink Y-nal. A feltétel szerint A = 2, igy
2t 5,2
P(Y =4) = e —3¢ F 0,0902

az eredmény.

Azt, hogy rengeteg kis valésziniiségli eseménynél a bekovetkezések szama Poisson-eloszlast kozelit,
be is bizonyithatjuk. Ha n eseményrol van szd, amik mind p valészintiségliek és egymastdl fiiggetlenek,
akkor a bekovetkezések X szdma B(n,p) binomiélis eloszlasi. A bekovetkezések dtlagos szama, ahogy
kordbban mér lattuk, n - p, jelolje most ezt A. A kiévetkezd allitds épp azt mutatja, hogy nagy n esetén
B(n,p) eloszlasa koriilbelil Pois(\).

Allités. Legyen n pozitiv egész, X € (0,00), és jelolje p, = %-et. Ekkor
k

: N\ i kAT

lim (k)p”(l —pn) T = e

n—oo
tetszdleges k € {0,1,2,...} esetén.

Bizonyitds. Fix k és n esetén

(st pr= = g () () =

_ n! AP ( ) A ) n ( ) A) —k
 (n—k)nk k! n n/
Ebbol A/TI: nem fog véaltozni, ha n tart végtelenhez, mig
A\ 7 A\ —k
(1-2) e & (1-2) -1
n n
Igy mér csak az elsé tényezével kell megkiizdeni. Az pedig a kévetkezéképp egyszertisithetd:

n! nn—1)...(n—k+1)

(n —k)nk n-n-...n ’

n—1

ami egy k tényez0jii szorzat, ahol az egyes = alaki tagok egyenként mind 1-hez tartanak. Mivel csak
n tart végtelenhez, de k rogzitett, igy a szorzat hatarértéke szintén 1. O

Példa. Egy magyarérettségiben kétszer akkora eséllyel van Osszesen 3 elirds, mint 1 elirds (a példa
nem reprezentativ). Tegylik fel, hogy a hibdk egymédstdl fiiggetleniil, azonos eséllyel kovetkeznek be.
Mekkora a valészintisége, hogy egyaltaldn nincs eliras a dolgozatban?

Jelolje X egy dolgozatban a hibak szaméat. Mivel csak korlatos mennyiségii hiba szerepelhet, igy a
feltételeinkbdl (fiiggetlenség, azonos esélyek) az kovetkezne, hogy X binomiélis eloszlasi. Ugyanakkor
mind a hibak maximélis szamat, mind egy hiba bekovetkezésének valdsziniiségét nehéz meghatarozni
(f6képp a rendelkezésre 4llé informéciébdl).

Felhasznalhatjuk viszont a fenti allitast, ami szerint X eloszlasat Poisson-eloszlassal kozelithetjiik,
azaz,

e

(k € N).
A feltétel szerint
,_PX=3) N /A X
P(X=1) 3! 1! 6’
vagyis A = 2v/3. Ez azt jelenti, hogy dtlagosan 21/3 hiba bukkan fel az iroményban. Innen a megoldés
vildgos: P(X = 0) = 230 e=2v3 — o=2v3 ~ 00313
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6. Valbszintiiségi valtozok viszonya

Amikor valészintiségi valtozdkrdl volt sz6, mindig egymagukban vizsgdltuk az egyes példakat. Ilyen-
kor elégséges volt az eloszlasukkal foglalkozni, azaz diszkrét esetben a P(X = k) alakd valdsziniiségek
sorozatat, folytonos esetben pedig az F'x eloszlasfiiggvényt vagy az fx slirliségfiiggvényt nézni. Az
eloszlds minden lényeges tulajdonsagot elmondott a valdsziniiségi valtozérdl.

De ne keverjiik 0ssze az eloszlast magaval a valdszintiségi valtozdval: attél, hogy 100 dobasbdl mind
a dobott fejek szdma, mind a dobott frdsok szdma B(100; %) binomialis eloszlasti, még nyilvin nem
mondhatjuk, hogy mindig ugyanannyi fejet dobnank, mint irast. Ez a megkiilonboztetés kiilonosen
lényeges, ha tobb valdsziniiségi valtozordl beszéliink egyszerre.

Ebben a fejezetben két valosziniiségi valtozé fiiggetlenségét, illetve linearis osszefliggdségiik mértékét
vizsgaljuk.

6.1. Fiiggetlenség.

Események fiiggetlenségének a fogalmat mar bevezettiik a 2. eléaddson: A és B események fiiggetle-
nek, ha P(ANB) = P(A)P(B). Definidljuk most ezt felhaszndlva valdszintiségi valtozok fiiggetlenségét.

Definicié. Legyenek X és Y val6sziniiségi valtozok az (§2, F,P) valészinliségi mez6n. Azt mondjuk,
hogy X ésY fiiggetlenek, ha minden z,y € R esetén az {X < x} és {Y < y} események fiiggetlenek.

A valészintiségi mez6t azért kell emlegessiik, mert el6fordulhatna, hogy X : Q; — R, migY : Qs — R
alaku figgvény, azaz mas valdszinliségi mezén vannak értelmezve. Ilyen esetben nem tudunk X és Y
fliggetlenségérol beszélni, mert ,,mas vilagban élnek”.

Példa. Egy kockadobas eredménye és a ma leesé csapadék mennyisége, amik intuitivan fiiggetlenek,
a fenti definicié értelmében is fiiggetlenek, ahogy ezt események fiiggetlenségénél mar megjegyeztiik.

De a fliggetlenség nem minden esetben ilyen nyilvanvalo. Példaul legyen Z egy egyenletes eloszlasu
valészinliségi véaltozd az {1,2,3,...,11,12} halmazon, jelolje X a Z hirmas maradékat, és Y a Z
négyes maradékat. Belathato, hogy ekkor X és Y fiiggetlenek.

Hogyan tudjuk ellenérizni két valdszintiségi valtozo fiiggetlenségét? Ebben az eléaddsban a diszkrét
esetre koncentralunk. Ekkor a kdvetkez6 allitas szolgaltat modszert a fiiggetlenség ellenérzésére.

Allitas. Két diszkrét valdszintiségi vdltozé pontosan akkor figgetlen, ha minden x,y € R esetén az
{X =z} és {Y =y} események fiiggetlenek, azaz

P({X =2} N {Y = y}) = B(X = 2)B(Y = ).

Megjegyzés. A definiciobdl az is kovetkezik, hogy minden X-szel és Y-nal kifejezheté halmazpar fiig-
getlen, példaul {X = z} és {1 <Y < 5} fliggetlen események. Altaldnosan: nézhetjitk az X 4ltal
generalt o-algebrat, azaz a legkisebb olyan — o(X)-el jelolt — halmazt, aminek elemei az {X < z}

c sz

hogy bérmilyen A € o(X) és B € o(Y) események fiiggetlenek.

Fontos kiilonbség az események fliggetlenségével szemben, hogy eseményekre ugyanannyi faradtsag
volt leellendrizni a fiiggetlenséget és a nem-fliggetlenséget, hiszen mindkét esetben csak ki kellett sza-
moljuk a metszet, illetve a két esemény kiilon-kiilon vett valdsziniiségét. Ezzel szemben valdszintiségi
valtozdkra a fliggetlenséget céfolni altaldban jéval egyszeriibb, mint igazolni: ha taldlunk egy {X = x}
és {Y = y} eseményt, amelyek nem fliggetlenek, akkor a val6szintiségi valtozok sem azok.

Miért tud hasznos lenni a fliggetlenség? Példaul, mert segithet kiszamolni a varhatoé értéket.

Allitas. Ha X ésY fiiggetlen valdszindiségi viltozok, és E(XY), E(X) és E(Y) létezik, akkor
E(XY) = E(X)E(Y).
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Bizonyitds. Csak arra az esetre bizonyitunk, amikor X és Y egyszerti valOszinliségi valtozok. Az
altalanos eset hataratmenet segitségével igazolhatd, ettdl itt eltekintiink.
El6szor legyen X és Y indikator valészintiségi valtozd, azaz X = 14 és Y = 15 valamilyen A és B
eseményekre. Ekkor
E(1415) =E(1ans) =P(ANB) =P(A)P(B) =E(14)E(1p),

vagyis az allitas ebben a specialis esetben teljesiil.
Nézziik az altalanosabb esetet: tegyiik fel, hogy X és Y egyszerli valdszinliségi valtozd. Ekkor X és
Y felirhat6 indikator valdszinliségi valtozok linearis kombinacidjaként:

X= Y klixoy & Y= Y 1y
keRan(X) leRan(Y)

Az el6z6 bekezdést és a varhatd érték additivitasat felhasznalva kapjuk, hogy

E(XY)E< >k lixery Y, 1.1{Y_l}) S>>k LE(lx—nliy—y) =

keRan(X) leRan(Y) k€Ran(X) l€Ran(Y)
= > > EUE(x=n)E(ly=y) =]E< ) ’f'l{sz}>TE< > 1.1{Y=l}>,
k€Ran(X) leRan(Y) k€Ran(X) leRan(Y)
ahol a jobb oldal éppen E(X)E(Y), ahogy allitottuk. O

Megjegyzés. Felmeriilhetne, hogy miért nem az allitdsban szerepld, kellemesebb egyenlettel definial-
tuk val6szintiségi valtozok fiiggetlenségét. Azért, mert az E(XY) = E(X)E(Y) teljesiilése gyengébb
tulajdonsdg, nem koévetkezik belble a valdszintiségi valtozok fiiggetlensége. Amit ehelyett felhasznél-
hatnénk, az a kovetkez6 4llitds: ha minden nemnegativ valds f és g fiiggvények esetén E(f(X)g(Y)) =
E(f(X)E(g(Y)), akkor X és Y fiiggetlenek.

6.2. Diszkrét egyiittes eloszlas.

Diszkrét valészinliségi valtozdk esetén a figgetlenségiik vizsgilatdhoz a P(X = k, YV = 1) (azaz
a P{X = k} Nn{Y = 1})) valészinfiségekre, vagyis a valtozdk tigynevezett egyiittes eloszldsdra van
szitkségiink. (A folytonos esettel a 8. el6addson fogunk foglalkozni.)

Példa. Legyen X és Y olyan valdészinfiségi valtozok, ahol Ran(X) = {2,3,5}, Ran(Y) = {0, 1, 2}, és
aP(X =k, Y = 1) valészintliségeket a kovetkezd tablazat foglalja Ossze. Fiiggetlen-e X és Y, illetve
mennyi E(XY) ?

X
v 2 3 5

0 0,05 0,15 ] 0,1
1 01 ]02] 01
2 0,05 | 0,2 | 0,05

Egy fentihez hasonlé tabldzattal megadott egyiittes eloszlas pontosan akkor lehet két valésziniiségi
valtozo egyiittes eloszlasa, ha a benne szerepl6 szamok nemnegativak, és Osszegiik 1. Leellenérizhet-
jiik, hogy ez a példaban teljesiil.

A flggetlenség kiszdmolasdhoz sziikségiink van a P(X = k) illetve a P(Y = ) mennyiségekre, vagyis
az X ésY eloszlaséara.

Definicié. Legyenek X és Y egyszerli valdsziniiségi valtozok. Ha adott X és Y egylittes eloszlasa,
vagyis a P(X = k, Y = l) val6szinliség minden & € Ran(X) és | € Ran(Y) esetén, akkor X és Y
eloszlasait az egyiittes eloszlds marginalis eloszlasainak nevezziik.
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A marginalis eloszlasokat a valdsziniiség additivitasa miatt a kdvetkezOképp szamolhatjuk ki:
P(X=k= Y PX=kY=Il) PY=0)= > PX=kY=I,
l€Ran(Y) k€Ran(X)
vagyis a tdblazat sor- és oszlopOsszegei adjak az X és Y valdsziniiségi valtozdk eloszldsait. A példa
esetében igy
P(X=2)=02, P(X =3)=0,55, P(X =5)=0,25,
P(Y =0)=0,3, PY=1)=04, P(Y =2) =0,3.

c sz

Tehat a fuggetlenség definici6jabdl adéddéan X és Y nem fiiggetlen, hiszen példaul P(X =5, Y =0) =
0,1, de P(X =5)-P(Y =0) =0,075.

Szamoljuk ki a fenti példdban szerepld X és Y esetén az E(XY) mennyiséget is. Ehhez 1) definiciéra
nincs sziikség, hiszen XY valészintiségi valtozo, értékkészlete {k -1 | k € Ran(X), | € Ran(Y)}. Igy

EXY)= Y m-IP( U {X:k,Y:l}): S Y kRl PX=kY=0)=

meERan(XY) keRan(X) keRan(X) l€Ran(Y)
leRan(Y)
k-l=m

=0-0,05+0-0,154+0-014+2-01+3-02+5-0,1+4-0,05+6-0,2+ 100,05 = 3,2.
Vegyiik észre, hogy ugyan a vdltozok nem fiiggetlenek, az E(XY') mennyiség {gy is kiszdmolhato.

6.3. Kovariancia.

Ahogy az a példa esetében is lathatd, nem fliggetlen val6szintliségi valtozok esetében is lehet az Gssze-
fiiggésiik mértéke alacsony (azaz intuitivan a P(X = k)P(Y = [) szorzatok elég kizel vannak az egyes
P(X =k, Y = 1) valészinliségekhez). Hogyan tudndnk mérni valdsziniiségi valtozok Osszefiiggésének
fokat? Erre tobb lehetéség is van,?” kezdjiik a kovariancia fogalméval.

Definicié. Az X és Y valOsziniiségi valtozok kovarianciajat a kovetkezéképp definidljuk:

cov(X,Y) € E((X —EX)(Y —EY)),

feltéve, hogy a varhatd érték létezik és véges.
Allités. Ha cov(X,Y) értelmes, akkor cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).
Bizonyitds. A definiciét kibontva kapjuk, hogy
E((X — EX)(Y — EY)) = E(XY) — E(E(X)Y) - ]E(XIE(Y)) + E(E(X)]E(Y)) -
=EXY)+(-1-1+DEX)E(Y) =E(XY) -E(X)E(Y),
ami épp a belatandé allitas. O

Kovetkezmény. Legyen X ésY wvaldszindségi vdltozd, amire cov(X,Y) értelmes.

(1) Ha'Y konstans, akkor cov(X,Y) = 0.

(2) Ha X ésY figgetlenek, akkor cov(X,Y) = 0.

(8) Attdl, hogy cov(X,Y) =0, még nem feltétleniil teljesiil, hogy X ésY fiiggetlen.
Bizonyitds. Jelolje Y konstans értékét ¢ € R. Az el6z6 allitas szerint

cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E(X¢) — E(X)c = 0.
A maésodik ponthoz felhaszndlhatjuk az el6z8 alfejezet mésodik allitasét, igy cov(X,Y) = E(XY) —
E(X)E(Y) =0.
A harmadik allitashoz legyen Ran(X) = {—1,0,1}, amely értékeket 1,  és ;1 valoszinfiségekkel

veszi fel X. Legyen Y = |X|. Kiszdmolhat6, hogy cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y)=0-0-3 =0,
pedig a valtozok nem fiiggetlenek, hiszen P(X = 0)P(Y =1) = -1, mig P(X =0,Y =1) = 0. O

274sd még példdul: medidntdl vett dtlagos abszolit eltérés (mean absolute error); tavolsidg-kovariancia.


https://en.wikipedia.org/wiki/Mean_absolute_error
https://arxiv.org/pdf/0803.4101.pdf
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Példa.
(1) Mar lattuk, hogy E(XY') = 3,2. Kiszdmolhat6, hogy E(X) =3,8és E(Y) = 1, igy cov(X,Y) =
E(XY) —E(X)E(Y) =32—38-1=—0.
(2) Legyen X egyenletes eloszldst az {1,2,...,10} halmazon, illetve Y egyenletes eloszlasi az
{1, -1} halmazon. Tegyiik fel, hogy X és Y fliggetlenek. Ekkor

cov(X,0,9- X +0,1-Y)=E(0,9-X2+0,1-XY)-E(X)E0,9-X+0,1-Y) =
=0,9-E(X?)+0,1-E(XY)-09-E(X)*-0,1-E(XY)
10
1 11\2
=09 k2= —-09 (=) =~7,425.
’ ; I (2) ’

A példabdl is lathatd, hogy a varhaté érték additivitasa konnyithet a kovariancia kiszamolasan.

Megjegyzés. Adédik a kérdés, hogy ha a kovariancia nulla volta nem is karakterizélja a fliggetlenséget,
akkor miért ezt a definiciét nézziikk? Ennek a f6 oka, hogy a kovariancia szimmetrikus és bilinearis,
azaz

cov(X,Y) = cov(Y, X) és cov(X,aY +bZ) =a-cov(X,Y)+b-cov(X, Z) (a,b € R),
ha a fenti kovariancidk léteznek. Igy a kovariancia a vektorok skaldris szorzatdnak rokonfogalma.
6.4. Variancia és szoras.

Specidlis eset a kovariancia szamolasaban, amikor Y = X.

Definicié. Egy X valésziniiségi valtoz6 szérasnégyzete, vagy mas néven varianciija:
cov(X, X) =E((X — EX)?) = E(X?) - E(X)>.

Jelélés: D?(X) (alternativ jelolése: Var(X)). Egy valészintiségi véltozénak nem mindig 1étezik szérds-
négyzete (hiszen lehet olyan eset, hogy mar E(X) is értelmetlen), de ha létezik, akkor nemnegativ. A
szorasnégyzet négyzetgyokét szérasnak hivjuk, jelolése: D(X).

Megjegyzés. Mas szavakkal, X szérdasnégyzete az X-nek az dtlagos értékétdl vald négyzetes eltérése. A
vektoros analdgiat felhasznélva, ha a kovarianciat a vektorok skalaris szorzataval allitjuk parhuzamba,
akkor a szérasnégyzet a vektor hossznégyzetének, mig a szérds a vektor hosszanak feleltethet6 meg.

Nyilvan ez a mennyiség nem X-nek a sajat magaval vald Osszefliggségérol szolgaltat informéciot,
hanem arrél, hogy X értékei mennyire teriilnek szét az atlaga koriil. Ilyen ,szétteriilést” méro szamot
tobbféleképp definidlhatndnk, példdul nézhetnénk az E(|X — EX]|)-et is. Hogy mégis a szordasnégyzet
a népszeri mérészam erre, annak az egyik oka az aldbbi allitas.

Allitas. Ha X ésY fiiggetlen, akkor D*(X +Y) = D?(X) + D?(Y).
DX +Y) =E((X +Y)?) — (B(X +Y))* =
=E(X?) 4+ E(Y?) +2E(XY) — E(X)? —E(Y)? - 2E(X)E(Y)
=D*X) + D*(Y) + 2cov(X,Y).
Mivel X és Y fiiggetlenek, {gy cov(X,Y) = 0, amibdl az allitds mar kovetkezik. O

Megjegyzés. A bizonyitasbol lathatd, hogy a fenti 4llitdst fliggetlenség nélkiil is kimondhattuk volna,
csak ugy valamivel bonyolultabb eredményt kapunk:

D*(X +Y) =D*(X) + D*(Y) + 2cov(X,Y).

Tovabbi elemi tulajdonsigai a szérasnégyzetnek:
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Allitas. Tegyiik fel, hogy D(X) létezik és véges. Ekkor tetszbleges ¢ € R esetén
D(X +¢) =D(X) és D(cX) = ||D(X),

azaz a szords eltolds-invaridns és abszolit homogén.

c sz

D(X +¢) = E((X te—E(X + c))z) =E((X —EX)?) =D*(X), illetve

D?(cX) = E((CX - ]E(cX))Z) = E(A(X — EX)?) = 2D*(X),
amely egyenletekbdl gyokvonassal adodik az allitas. O

Példa.

(1) Legyen K egyenletes eloszlast valdsziniiségi valtozé az {1,2,3,4,5,6} halmazon. (Vajon miért
jeloljitk K-val?) Ekkor a 3. eléadas példaja szerint E(K?2) = %1, mig E(K) = I, ezért

:%_(D:M_ss

5 = — 29167, é D(K)=+/D?*K)~ 1,7078.

D*(K) 12 12

(2) Vizsgdljuk az 1, indikdtor valdszintiségi véltozot, és jelolje az A esemény valdszinliségét p.
Ekkor

D*(14) = E(1}) — E(14)* = E(14) — E(14)* = P(A) = P(4)* = p(1 - p).

(3) Legyen X ~ B(n,p). Bar D?(X) kibonthaté a definicié alapjan is, célszer(ibb felhasznélni, hogy
felirhaté X =14, +---+ 14, alakban, ahol Ay, ..., A, egyiittesen fliggetlen, p valészintiségii
események. Igy a fenti allitds miatt

D*(X) =D*(14, -+ 1a,) =D*(1a,) +--- + D*(14,) = np(1 — p).

(4) Legyen T ~ Geo(p). Ekkor

2 _ 2y 2200271@71712:1*17
DA(T) = E(T*) ~E(T)* = 3_ (1 -p)"p () :

ahol az els6 szumma kiszamolhat6 példaul hatvanysorok derivalasaval, ettol itt eltekintiink.
(5) Legyen Y ~ Pois(\). Ekkor

e k
D*(Y) =E(Y?) -E(Y)? =E(Y? - Y) + E(Y) - E(Y)* =) (k* - k:)%e—A +A= A=
k=0 ’
o AT 2 2 2
=) Z(k_2)!e FA=AZ =22 1402 =\

k=2

(6) A széras definiciéja akkor is értelmes, ha a valészinliségi valtozé példaul folytonos. Legyen
Z ~ Exp(\) valamilyen \ pozitiv valsra. Kiszdmolhatd (és a 10. el6addson ki is szdmoljuk),

hogy ekkor D(Z) = §.
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6.5. Korrelacid.

Fentebb utaltunk ra, hogy a kovariancia segithet mérni valdészintliségi valtozdk osszefliggését. De
hogyan kell ezt érteni, ha a kovariancia épp nem 0?7 Példaul az elsé példabdl ad6dé cov(X,Y) = —0,6
értéknek mi a jelentése, mennyire fliggnek ettél dssze az X és Y valtozok?

Ezt pusztan a kovariancia alapjan nem tudjuk megvalaszolni, ahhoz egy ebbdl szarmaztatott mennyi-
ség lesz a segitségiinkre.

Definicié. Legyenek X és Y valdsziniiségi valtozok. Ha cov(X,Y), D(X) és D(Y) értelmes, akkor X
és Y korrelacidja:

def cov(X,Y)

X)Y) = ———+-

corr(X,Y) D(X)D(Y)

Beldthat6, hogy —1 < corr(X,Y) < 1 mindig teljesiil. A széls6séges esetekben X és Y kozt tokéletes
lineéris Osszefiiggés all fent, azaz teljesiil a kovetkezo allitas.

Allitas. Legyenek X ésY valdszindiségi vdltozok. Ha corr(X,Y) € {1, -1}, akkor azY = aX +b dllitds
1 wvaldszindiséggel teljesiil valamilyen a és b valds szdmokra, ahol az a elfjele megegyezik corr(X,Y)
eldjelével.

Példa. A diszkrét egyiittes eloszlds részben vizsgalt példa esetében

cov(X,Y) —0,6
corr(X,Y) = = ~ —0,2554.
wXY) = D) T V3. 00
Ennek a szemléletes jelentése az, hogy X és Y szivesebben tér el ellentétes iranyba az atlagatol, mint
azonos irdnyba, de a koztiik 16v6 linedris Osszefliggés relative alacsony (legaldbbis amennyire a 0,25 az

1-hez képest alacsony).

Ahogy kovariancia esetében is, a korrelicié nulla mivolta nem jelenti, hogy a két valdsziniliségi
valtozo fiiggetlen volna. Valdjaban a korrelacio a két valtozd kozti linearis sszefiiggés fokat méri. Mas
szavakkal, hidba fligg Gssze két valdszinliségi valtozd, ha az Gsszefiiggésiik nemlinedris, azt a korrelacié
nem fogja észrevenni. Példaul megadhaté olyan X valészinfiségi valtozo, amire corr(X, X2) = 0.
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7. Normalis eloszlas

Volt mér sz6 nevezetes eloszlasokrdl, de a legnevezetesebbrol még nem. Ez a Gauss-féle normalis
eloszlas, avagy Gauss-eloszlas, amely elméleti és gyakorlati szempontbdl is kézponti jelent&séggel bir.

Alkalmazasokban tipikusan akkor taldlkozunk vele, ha nagyszamu, fiiggetlen, de egymagaban el-
hanyagolhaté méretli hatds eredményeként létrejovd valdszinliségi valtozd eloszlasardl van szd, mint
amilyen egy fizikai mérés eredménye. Ennek elméleti hatterét, a centralis hatareloszlas tételt, a 9.
el6adasban targyaljuk.

7.1. Az eloszlas definicigja.

Kezdjiik azzal, mirdl is beszéliink, utdna raériink megmagyarizni,
miért nevezetes ez az eloszlas.”®

Definicié. Egy Y valoszintiségi valtozé normélis eloszlast u és o
valés paraméterekkel (02 > 0), ha Y folytonos valészintiségi valtozo,
aminek stiriliségfiiggvénye
1 _(@=m? S P
fy(z) = e 222 (z € R). pEe s
V2mro?

p o opto ptlae

Jelolése: Y ~ N(u;0?).
Ha p = 0 és 0% = 1, akkor az eloszlds neve standard normaAlis eloszlas (néha: sztenderd normalis
eloszlds). Strfiségfiiggvényét ¢ jeloli, azaz

e 2

tetszOleges x € R esetén.

Erdemes rogton ellendrizni, hogy a fenti fy valéban sfirtiségfiiggvény. A 4. el8adés szerint ehhez
elég belatnunk, hogy nemnegativ, és a teljes valés egyenesen az integralja 1. A nemnegativitds vildgos
(hiszen e* mindig pozitiv), de az integralt ki kell szdmolni. Kezdjiik a standard esettel.

rd ’132
Allitas. [ e T dz =27
Bizonyitds. Az eredeti integral helyett vizsgaljuk elGszor a négyzetét. Ez a kovetkezOképp irhato at:

o 22 oo 42 oo 22 o 42 oo oo 22442
(/ e2dx>(/ e?dy) :/ e?(/ e?dy)dx_/ / e” 2 dydex.

z2 2
Ez egy kettds improprius integral. Mivel e~ 2 sehol sem negativ, igy a kettds integralja éppen?

22442
lim //e* e dxdy,
R—o0
Br

ahol Bp jeloli az R sugart, origd koriili zart korlapot. Ezt pedig polarkoordinatakra vald attéréssel
szdmolhatjuk ki: legyen x = r cos(«) és y = rsin(a). Ekkor

22442 27 R L2 27 27R 2 B2 B2
//67 z dxdyz/ / 6777‘de(1=/ [—677] da:/ (—e" 7 +1)da=2r(1—c" 7).
5 o Jo 0 0 0

2
Ha R tart végtelenhez, akkor az e~"T tart 0-hoz, igy a keresett mennyiségiink négyzete 2. Mivel az
—X

9

e pozitiv, igy az integralja is pozitiv, ezért innen gyokot vonva kapjuk az allitast.?’ O

28 tiirelmetlen olvasé addig rékereshet a Galton-deszka fogalmadra, 1ldsd pl. [youtube] The Galton Board
29Fy a kettSsintegral alaptulajdonsidgaibdl belathatd, feltéve, hogy a fliggvény minden véges téglalapon integralhaté.
2

301gazébél arra is szlikséglink van, hogy az integrél értelmes. Ez szintén abbél adédik, hogy e™ 5 pozitiv és folytonos,
tehat az integral létezik, esetleg végtelen. A fenti szdmolds pedig meghatarozza az értékét.


https://www.youtube.com/watch?v=Kq7e6cj2nDw
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7.2. Standardizalas.

Az &llitas szerint a standard normaélis eloszlas tényleg egy valOszintiségi eloszlas. Mi a helyzet a
tobbi normalis eloszlassal? A hozzdjuk tartozo siriiségfiiggvényeket is ki lehetne integralni, de ennél
most koncepciézusabb megkozelitést alkalmazunk.

Lemma. Legyen p,0 € R, o > 0, és legyen X folytonos valdszindiségi vdltozo, aminek siriségfiggué-
nyét fx jeloli. Ekkor Y = ocX + u striségfigguénye

(4) fr(z) = %fx(x_u)

g

tetszoleges © € R esetén.

Bizonyitds. A striségfiiggvény definicidja szerint azt kell belatnunk, hogy % fx (u) nemnegativ és

[ (5=t

oo o

minden a € R esetén, ahol Fy az Y eloszldsfiiggvénye. A nemnegativitas vilagos, hiszen fx nemnegativ
és 0 > 0. Az integrilt pedig a kovetkezéképp szamolhatjuk ki:

a—p

/_a %fx(l‘;u)dxzz;ﬂ/_a ifX(Z)UdZ:FX(a;”):

oo

:P(X<a;'u):P(0X+u<a):IP’(Y<a):Fy(a),

felhasznélva, hogy ffoo fx(2)dz = Fx(b) =P(X < b) tetsz6leges valds b esetén. O

Kovetkezmény. Legyen p,0 € R és o > 0. Egy Y wvaldsziniiségi vdltozé pontosan akkor N(u;o?)
eloszldsi, ha létezik X ~ N(0;1) amire Y = o X + p.

Mas szavakal, a tobbi normélis eloszlas nem més, mint a standard normalis eloszlas linearis fiiggvénye
(transzforméltja). Emiatt a legtobb esetben elegendd megértentink a standard eset miikodését.

Bizonyitds. Elészor tegyiik fel, hogy X ~ N(0;1) és Y = 0X + p. A lemma miatt fy kiszdmolhatd
fx felhasznélasaval, ahol fx = ¢. Emiatt
2
(%) 1 _(=—w?
2

= e 20

e 2 ,
o2 V2mo?

feim) = i () =2

ag

vagyis Y valéban N (u;0?) eloszlast.

Visszafelé, ha Y ~ N(u;0?), akkor legyen X = %(Y — ). Atrendezve, Y = 0 X 4 p. Ekkor ismét
haszndlhatjuk a lemméat, ami miatt tetszéleges © € R esetén (4) egyenlet teljesiil. Alkalmazva az
x = 0z + u helyettesitést, azt kapjuk, hogy

Fx() = afvloz ) = 0o CHTT = T
x(z)=ofy(ocz4+pu) =0 e 20 = e
V2mo? V2
tetszéleges z € R esetén. Tehat X eloszlasa valéban standard normélis. O

Megjegyzés. A legtobb eddig targyalt eloszlasra nem teljesiil, hogy a kiillonb6z6 paraméterii verzidk
egymads egyszer(l transzforméltjai. Példdul, ha egy X val6szintliségi valtozd B(n; p) binomidlis eloszldst,
és emiatt az értékei a {0,1,2,...,n} halmazbdl adédnak (mindegyik pozitiv eséllyel), akkor 3X-nek
nem lehet az értéke 2, igy méar csak emiatt sem lehet 3X binomidlis eloszlast. Ugyanigy o X + u csak
akkor lehet binomidlis, ha 0 =1 és p = 0.

Az egyetlen kivételink ez alél az exponencidlis eloszlds, ugyanis ha X ~ Exp(\), akkor o X ~
Exp(c 1)) tetszbleges A, o pozitiv valésakra.

Rendben, lattuk a normalis eloszlas stiriiségfiiggvényét, de mi van az eloszlasfiiggvényével?
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Jelolés: A standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvényét ® jeloli, azaz

@(x)/;go(z)dz/woo Vlﬂe*édz.

A titkol6zast — marmint hogy csak integralalakban irjuk fel az eloszlasfiiggvényt — az indokolja, hogy
® nem frhaté fel zart alakban.®! Ettdl fiiggetleniil az integral létezik és véges minden valés x-re, s6t
numerikusan is jol kozelithetd. Pusztan nem tudjuk kifejezni elemi mdédon, olyan alakban, ami nem
hasznal hatarértéket. Fontos azonossag ®-re:

O(—x)=1—P(x) (Vx € R),
amely tulajdonsdg abbdl adddik, hogy ¢ szimmetrikus a O-ra, azaz p(x) = p(—2).

< sz

Allitas. Legyen Y ~ N(u;0?). Ekkor E(Y) = p és D*(Y) = o2.

Maés szavakkal, a normalis eloszlasok éppen a varhato értékiikkel és— a szérasnégyzetiikkel vannak
paraméterezve. A fenti 6sszefliggésbol adédik az tn. standardizalas modszere is. Ez azt jelenti, hogy
ha Y eloszlasa normalis, akkor

Y - EY

D(Y)
Ez a gyakorlatban is jol alkalmazhat: altalaban egyszeriibb a valésziniiségi valtozot transzformalni, és
a standard normalis stirtiségfiiggvényével vagy eloszlasfiiggvényével szamolni, lasd még a lenti példat.

~ N(0;1).

Bizonyitds. A kovetkezmény miatt 1étezik X, amire Y = 0 X + p. Emiatt
E(Y)=E(cX +p) =oB(X)+pu, é D*Y)=D*0X +p) =D?*(0X) = 0*D?(X).

Tehét az &llitdshoz elég a standard normélis eloszldsi X esetére kiszdmolni, hogy E(X) = 0, illetve
D?(X) = 1. Ez pedig valéban teljesiil, hiszen a transzformélt varhaté értékére vonatkozé allitds miatt:

1 o z2 1 22 ] 1
E(X)=— “TTdr=——| —e 7 =—(0-0)=0,
( ) Vom Looxe v \/ﬁ[ c }foo \/27‘('( )
1 o 22 1 z2 oo 1 ° z2
EXQ:i/ (I;Qe_de:ix—e_T - — —e 2)dz=0+1=1.
(X%) Vor J_s \/27‘('[ ( )}700 V2T _OO( )
Kovetkezésképp, D?(X) = E(X?) —E(X)2 =1-0%= 1. 0O

Példa. Egy tartalybdl a gyartasi folyamat végeztével mintat vesziink. Tegyiik fel, hogy a minta ho-
mérséklete Celsius-fokban mérve N(—2;1,69) eloszlasi. Mi a val6szinlisége, hogy a minta hémérséklete
nagyobb, mint 0°C'?

Jelolje a minta hémérsékletét Y. A kérdésiink a P(Y > 0) mennyiség. Nézziik az YV standardizéltjit:

of Y +2 Y +2
Xd:f\/%wN(O;l) azaz P( 1; <x>=IP’(X<m)=‘I>(I) (z € R).

gy P(Y > 0)-ra a kovetkezét kapjuk:

Y42 2 2
P(Y >0)=1-P(Y <0)=1-B(Y <0)=1-P( 1*3 <) =1-0(5).

ahol ® értéke kiszamoltathatd megfelel6 szoftver segitségével, de egyszeriien ki is kereshet6 a @ értékeit
tartalmazo tablazatbol. Igy kapjuk, hogy P(Y > 0) ~ 0,0620 ~ 6%.

Megjegyzés. A szérést vizualisabban is azonosithatjuk: a sflirtiségfiiggvény inflexiés pontjai, vagyis
azon pontok, ahol a grafikon konvexitast valt, éppen u — o és u + o. Specidlisan, a standard normalis
eloszlds ¢ sfirtiségfiiggvénye a [—1,1] intervallumon konkdv, azon kiviil konvex. Ez kovetkezik abbdl,
hogy ¢”(x) = (22 — 1)¢(x), igy ¢ (x) < 0 pontosan akkor teljesiil, ha z € (—1,1).

31Bsvebben lasd: math.stanford.edu/~conrad/papers/elemint.pdf


http://math.stanford.edu/~conrad/papers/elemint.pdf
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7.3. de Moivre—Laplace-tétel.

Miért akarna valaki épp egy ilyen eloszlast hasznalni? Em-
pirikus tapasztalat, hogy a normaélis eloszlas sok esetben jé Binomial vs. Normal PDF (=50, p=0.5)
kozelitést jelent mérési eredmények eloszlasara. Ilyen példaul
egy orszag lakossaganak magassiga vagy sulya, vagy a napi
atlagh6mérséklet az év egy adott hénapjaban, stb. A ko- Bio0
z0s ezekben, hogy az eredményét rengeteg apro, egymastol
tobbé-kevésbé fiiggetlen faktor befolyasolja.

A kovetkezd tétel azt dllitja, hogy nagy n esetén a binomi-
alis eloszlas kozelitheté a normalis eloszlassal. oues \Tk

Tétel. Legyen p € (0,1) és S, ~ B(n;p). FEkkor minden R . ) e s
a < b valés szdmokra

0.125

0.075

Binomial

0.050

Jim P(a < W < b) - /abgo(x)dx — B(b) — B(a),

n— oo

ahol a binomidlis eloszldsrol tanultak szerint E(S,) = np és D(S,) = /np(l — p).

A tétel egyik érdekessége, hogy hidba p # 1, és igy a binomidlis eloszlds nem szimmetrikus, a

megfelel6en lenormalt valtozé hatareloszlasa mégis O-ra szimmetrikus strliségfiiggvényi.

Példa. A matematikusok 31,4% szdzaléka szandalt hord. Szdz taldlomra valasztott matematikust
nézve, kozelitéleg mi az esélye, hogy kevesebb, mint 25 par szanddlt taldlunk rajtuk. (A szitudciot
némileg idealizalva, tegyiik fel, hogy egy matematikuson vagy egy teljes par szandal van, vagy nincs
rajta szandal.)

Jelolje S, a szandalok szamét, ahol n = 100 és p = 0,314. Kiszdmolhatd, hogy ES,, = 31,4 és
D(S,) = v/100p(1 — p) = 4,6412. A fenti tétel szerint X = (S, — 31,4)/4,6412 kozelitéleg standard
normalis eloszlasti. Emiatt

S,—314 25-314
41,6412 41,6412

P(S, < 25) = ]P( > =P(X < —1,3790) ~

~ ®(—1,3790) = 1 — ®(1,3790) ~ 0,0839 ~ 8%.

A tétel segitségével igy megsporolhattuk a binomidlis eloszlas tagjaival torténd faradtsagos szamoldst.
Hogy ez a kozelités mennyire j6, arrél tovabbi tételek rendelkeznek.®?

Megjegyzés. Lehet némi déja vu érzésiink: a Poisson-eloszlas esetében is elmondtuk, hogy a binomidlis
eloszlas a Poisson-eloszlashoz tart, ha n — co. Most meg azt mondjuk, hogy a normalishoz. Nincs itt
ellentmond&s? Nincs, ugyanis méasféle paraméterezés esetén kapjuk egyik, illetve masik hatarértéket.

A mostani helyzetben p rogzitett, n — oo, és az eloszlds standardizilva van (.S, helyett Sﬁ(_sl%f;”
hatéreloszldsat nézziik), mig a Poisson-eloszlas esetében azzal a feltétellel dolgoztunk, hogy p — 0 és
n — oo, de olyan iitemben, hogy np — A.

7.4. Kitekintés: heurisztika a de Moivre—Laplace tételhez.

A tételt nem bizonyitjuk, de korbejarjuk a bal oldaldn szerepl6 kifejezést, és hogy miért épp a
normélis eloszlds jelenik meg a jobb oldalon. (A gyakorlat szempontjibdl a fenti tétel és példa a
lényeges, nem a most kovetkezd vézlatos érvelés.)

32FEtt6] nem fiiggetlen tény, hogy a normalis eloszlas a statisztika szempontjabol is kozponti jelentdségii, lasd pl.
[youtube] Crash course statistics - The shape of the data: distributions
33L4sd még: Berry-Esseen-tipust egyenlétlenségek, pl. arxiv.org/abs/1111.6554


https://www.youtube.com/watch?v=bPFNxD3Yg6U
https://arxiv.org/abs/1111.6554
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Jelolje h az ——— szdmot. Vizsgaljuk meg a kovetkezd valésziniiséei valtozé eloszlasat:
J Vo) gal) g g

Sy —E(Sy)
D(S,)

Ran(h(Sn fnp)) = {h(k:fnp) | k= (),1,2,...,n}7

hiszen S,, binomiélis. Vegyiik észre, hogy minél nagyobb n, anndl kisebb h, vagyis a fenti valésziniiségi
valtozé anndl slirlibben veszi fel az értékeit. Annak a val6szintisége, hogy épp h(k — np) az értéke,
()p" (@ —p) .

Készitstink h(S,, —np) imént végiggondolt eloszldsdbol egy szakaszonként linedris, siirliségfiiggvényre
emlékeztets fiiggvényt a kovetkezOképp. Definidljuk az f, : R — R fliggvényt gy, hogy minden
ke€{0,1,2,...,n} esetén

= h(S, — np), ahol

fn(h(k —np)) = i(Z)pk(l —-p)"

tovabba két szomszédos h(k — np) alakd pont kozt legyen f,, linedris, a pontokat tartalmazé interval-
lumon kiviil pedig azonosan nulla.

Mi koze fr,-nek a tétel allitdsdhoz? Az, hogy a bal oldali kifejezés kozelitéleg f; fn(x)dz, precizebben
o lim,, o0 f: fa(z)dz —P(a < h(S, —np) <b) =0
Ha ezt a konvergenciat elhissziik, akkor elég bizonyitani, hogy fab fn— fj @ minden a < b esetén. Az
ebben szerepl6 n — f, fiiggvénysorozatrol elemi médon belathaté a kovetkezd:

e Ha z € R, ami nem h(k — np) alaki semmilyen k és n esetén, akkor f, derivilhat6é z-ben
minden n-re, és
!
x
)

n—00 fn(x)
Ez az 4llitds 1ényeges informéciét tartalmaz az f,(x) hatdrértékekrdl: azt, hogy az f'(z) = —zf(z)
differencialegyenlet aszimptotikus értelemben teljesiil f,-re, néhdny specidlis alaku x kivételével. Ezen
a ponton viszont szdmos, nem elhanyagolhat6 technikai kérdésbe titkoziink:

o Létezik-e egyaltalan az f,(z) hatdrértéke minden = € R esetén?
e Ha létezik az z — f(z) = lim,, o0 fn () fliggvény, akkor igaz-e, hogy minden pontban pozitiv,
folytonos, illetve folytonosan differencidlhat6? Tovabbé strtségfiggvény-e?
e Teljesiil-e lim, o f/,(z) = f'(z) minden x € R esetén?
e Ha f,-1él belatjuk, hogy lim,,_,~ frn(x) = ¢(x) minden x € R esetén, abbdl kovetkezik-e, hogy
lim,, o0 ff fn = f;  minden a < b esetén?
A fenti vazlatpontok targyaldsa meghaladja a jegyzet kereteit. Ha feltételezziik, hogy ezek a tulajdon-
sagok teljesiilnek, akkor a kovetkezot kapjuk:

;l(x) _ hmn—>oo f,’l(ﬂf) N f/(x) . N . ,
n—oo fn(x) © limy e fnlx) - f(z) = (1 f( ))

majdnem minden = € R esetén (azaz ha x nem h(k —np) alakd). Ezt integralva adddik, hogy In f(z) =

2 . 7’
—% + ¢ valamilyen ¢ € R esetén, azaz

22

flx)=e"ze€° (z € R).
Mivel elfogadtuk, hogy f strtiségfiiggvény, igy e sziikségképpen \/%7, vagyis f, valoban a standard
normalis stiriségfliggvényhez tart.
A normalis eloszlasnak léteznek tovabbi karakterizacidi, de ezeket itt idé hidnyaban megint csak
nem targyaljuk.**

34Karakterizaciok egy gyljteményét 1ldsd: [Cross Validated] What is the most surprising characterization of the
Gaussian (normal) distribution?


https://stats.stackexchange.com/questions/4364/what-is-the-most-surprising-characterization-of-the-gaussian-normal-distributi
https://stats.stackexchange.com/questions/4364/what-is-the-most-surprising-characterization-of-the-gaussian-normal-distributi
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8. Folytonos egyiittes eloszlas és konvolicio

A valészintiségi valtozd fogalméanak bevezetésekor elszor a diszkrét esetet vizsgaltuk meg, majd ez-
utan kovetkeztek a folytonos valészintiségi valtozok. Az egyiittes eloszlds esetében hasonl6 utat jarunk
be: kordbban megnéztiik, hogy lehet leirni két diszkrét valdsziniiségi valtozd egylittes viselkedését,
fliggetlenségét; most ugyanezt tessziik folytonos valdsziniiségi valtozokkal.

A fejezet végén még egy mddszerrel bévitjik eszkoztarunkat, amivel meghatarozhatjuk két fiiggetlen
valdszinilségi valtozo Osszegének eloszlasat. Ezt az eloszlast hivjak az eredeti két eloszlas konvolicio-
janak. Els6 hangzéasra talan nem érzodik a feladat komplikaltsiaga, hiszen Gsszeadni nem lehet olyan
nehéz. A harmadik alfejezetben elészor kideriil, hogy ez miért mégis, majd hogy miért mégsem olyan
nehéz.

8.1. Valészintiiségi vektorvaltozok.

Sokszor taldlkozhatunk olyan esettel, ahol tobb valészinliségi valtozordl kell egyszerre beszélniink.
Vagy azért, mert a két véletlen mennyiség viszonyat vizsgaljuk (pl. véletlen program futdsideje és
memdriahasznalata), vagy azért mert a vdltozénk nem irhaté le egy paraméterrel (pl. egy drén helyzete
a térben). Mindkét esetben természetes otlet vektorként kezelni a valdszintiségi valtozdinkat.

Definicié. Legyenek Xi,..., X, valdsziniiségi valtozdk valamilyen n pozitiv egész esetén. Ekkor az

xY (X1,...,Xpn) : Q = R” fliggvényt valésziniliségi vektorvaltozénak hivjuk. Az X (egyiittes)

eloszlasfiiggvénye az
FéiRn — [071] Fx(ml,...,l’n) :]P)(Xl <xT1,...,Xp, <.’17n)

vektorvaltozos, skalarértékii figgvény.

Példa. Két ismerosiinkkel, Aladéarral és Bélaval beszélgetiink kiilon-kiilon valamilyen csevegéprogram-
mal. Ha épp meccs van, akkor Aladar dupla annyi id6 alatt reagédl (hiszen nézi a meccset), mig Béla
feleannyi id6 alatt (mondjuk mert arrél panaszkodik, hogy a sajit gondolatdt sem hallja a szomszédbdl
athallatsz6 tivoltés miatt). Tegyiik fel, hogy alapesetben, azaz ha nincs meccs, egyméstol fiiggetleniil,
exponenciélis eloszlds szerint vdlaszolnak, A = 6 paraméterrel.?® Annak az esélye, hogy meccs van %
Mi a valaszadasuk egyiittes eloszlasa?

Jelolje X Aladar valaszidejét, Y pedig Bélaét, tovabba legyen M az az esemény, hogy meccs van.
(Itt most X skaldr valészintiségi valtozd, nem vektor, mint korabban.) Legyen Z az alabbi valészintiségi
valtozd:

_J2 ha meccs van,
1 egyébként.

A feltételek szerint 1étezik U és V', amire
X=U-Z é Y=V/Z, ahol U,V ~ Exp(6) fliggetlenek egymdstdl és M-t6l.
Ha x,y > 0, akkor a teljes valészintiség tétele miatt
Fxyyz,y) =P(X <z, Y <y)=PU-Z<z,V/Z<y)=
=PU-Z<z,V/Z<y|MPM)+PU- -Z<z,V/Z <y|MP(M).

Itt felhasznalhatjuk, hogy M, illetve M meghatdrozza Z értékét, tovabba U és V fiiggetlenek, emiatt
1

1 4
=P(U-2<2,V/2<y)z +PU <o,V <y)z =P(U < g)]P’(V<2y)5+
P(U < 2)P(V < y)% = (1-e%%)(1 - e*“y)% +(1—e 571 - e*ﬁ‘y)g.

Ha pedig < 0 vagy y < 0, akkor F(x y)(z,y) = 0.

35Hogy redlis-e feltenni az exponencialis eloszldst, az a koriilményektdl is fiigg. Lasd példdul [article] Estimating
response time in Twitter


http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.366.1376&rep=rep1&type=pdf
http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/download?doi=10.1.1.366.1376&rep=rep1&type=pdf
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Folytonos esetben — az egyvaltozés esethez hasonléan — definidljuk egy valdszinliségi vektorvaltozd
egylittes slirtiségfiiggvényét is.
Definicié. Legyen X = (X;,...,X,) valészinliségi vektorvaltozé. Egy fx : R™ — [0, 00) fiiggvény az
X (egyiittes) siirtiségfiiggvénye, ha fx-nek létezik az improprius Riemann-integralja R™-en, és

Tn 1
/ / fx(z1, ., zn)dar . day = Fx(21,. .., 2p)

tetszéleges x1,...,xT, € R esetén. X-et folytonosnak hivjuk, ha létezik egyiittes slirtiségfliiggvénye.

Allitas. Legyen X = (X1,...,Xn) valdszintségi vektorviltozé. Ha X folytonos, akkor az aldbbi figg-
vény az X striségfigguénye:

(z ) {GM...81,,LFX(J;1,...7:UTL) ha ez létezik,
1, yLn) — -

Ix 0 egyébként.

(A derivdlasok tetszdleges sorrendben elvégezhetdk.)

Megjegyzés. Az egyvaltozos allitassal ellentétben az allitasnak feltétele, nem pedig kovetkezménye,
hogy a stirliségfiiggvény létezzen (azaz X folytonos legyen). Példaul, ha X; = X5, ahol X; egyenletes
eloszlast a [0, 1] intervallumon, akkor F{x, x,) folytonos, és néhany egyenes kivételével 2-szer folytono-
san differencidlhat6, mégis 0., 0z, F( x,, x,) (%1, 2) = 0, ami nyilvan nem lehet stirtiségfiiggvény. Vagyis
az (X1, Xs) vektorvaltozénak X; = X5 esetén nincs egyiittes slirliségfiiggvénye.

Az egyvaltozds esethez hasonléan a tobbvaltozds silirliségfiiggvények is karakterizalhatok.

Allitas. Legyen f: R™ — [0,00). Ekkor
(oo} oo
/ / fz1, ..., xn)dey ... da, = 1.
— 00 — 00

pontosan akkor teljesil, ha létezik X = (X1,...,X,) valdszindségi vektorviltozs, aminek f stirdség-
fiiggvénye.>°

Hogy nézett ki az egyiittes eloszlas diszkrét esetben? Ott nem egyiittes slirliségfiiggvényrdl beszél-
tiink, siman csak a P(X = z,Y = y) értékekbdl allé tdblazatrdl, mint egyiittes eloszldsrdl. Az el6z6
allitas megfelelGje, hogy a tablazatban szerepl6 szamok Gsszege 1.

Mire j6 az egyiittes stirliségfiiggvény? Amikor Z egyvéltozds, akkor tobbek kozt a P(a < Z < b)
alaku valészintiségeket lehetett kiszamolni vele. Ez a szerepe tobbvaltozés esetben is megmarad:

Allitas. Legyen H C R™ Jordan-mérhetd halmaz és X = (X1,...,Xn) valdsziniiségi vektorvdltozo.
Ekkor

P(X € H) = /H Jx(2)de.

Példa. A fenti példara visszatérve, mi az esélye, hogy Aladar el6bb ir vissza, mint Béla. Az elsé dllitas
szerint x illetve y szerinti derivalassal kaphatjuk a sliriiségfiiggvényt, ha az létezik:

S (@) = 3e3% . 126’129% + 6e 67 ~66’69§ ha z,y > 0,
(XY 0 egyébkeént.

Integréldssal leellenérizhetd, hogy ez valéban (X,Y) siirliségfiiggvénye, ett6l most eltekintiink. Innen
a keresett valoszin(iség:

Mx<m:/

R 1 4
foxy (@, y)dedy = / / (3673I 12e712Y— 4 Ge 0 . 6676y7>d9:dy,
{z<y} o Jo 5 5

364 egylttes eloszlasfiggvények is karakterizalhatok, de a leirasuk komplikaltabb szerkezet{i, mint az egyvaltozos
esetben.
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amirdl némi szdmolds utédn kideriil, hogy 0,44 (nem csak kerekitve).
Hianyzo6 fogalom még a marginalis eloszlés.

Definicié. Ha X = (X;,...,X,,) valésziniiségi vektorvaltozo, akkor az X; val6sziniiségi valtozé elosz-
lasat az X i-edik margindlis eloszldsinak (vagy peremeloszldsdnak) hivjuk.

Allitas. Ha X = (X1,...,X5) folytonos valdsziniiségi vektorvdltozd, akkor X; is folytonos, siriség-
figguénye:

fX ( / / fX .’El,...7l'n)d$1...dxi,1d$¢+1...dxn (VfEl € R)

7oy oz

Vagyis az eqyiittes stiriségfiigguvény x;-tol eltérd valtozoi szerinti integrdlja.

Példa. A fenti példaban (X,Y) egyiittes eloszlanak marginalisa példaul az Y eloszldsa, azaz
oo o0 4
(y) = / Jx,yy(z,y)de = / (36_3”” 126_123’5 + 6e 07 . 66_6y5>dx =
—00 0

12 _ Cgpyoe 24 Ceatoe 12 2
= e 12y[_63]0 +Ee 6y[_66]O:€ 12y+5 oy,

ha y > 0, és 0 egyébként. Y eloszlasa egy tgynevezett kevert exponencialis eloszlés.

Megjegyzés. Valoszinliségi vektorvaltozokrdl és azok egyiittes eloszlasfiiggvényérol akkor is van értel-
me beszélni, ha a Xi,...,X,, diszkrét. A stirliségfiiggvény esetében nem ez a helyzet. Sét, ha X;
és X, kilon-kiilon folytonos, akkor sem feltétleniil van egyiittes stirliségfliggvényiik. Lasd az el6z6
megjegyzésben szerepld példat.

8.2. Vektorvaltozok fiiggetlensége.

Valészintiségi valtozok viszonyanak szempontjabdl specidlis eset, amikor a valtozok fliggetlenek. Két
valésziniiségi valtozo fliiggetlenségét a hatodik fejezetben mar definidltuk. Bar ott elsGsorban diszkrét
eloszlasokrdl volt sz, a definicié nem feltétleniil diszkrét valtozdkra is értelmes. Ezt altalanositja a
kovetkez6 definicib.

Definicié. Az X;,..., X, valosziniiségi valtozdk (egyiittesen) fiiggetlenek, ha az
{Xl <$1}a"'7{Xn <.’En}
események fliggetlenek minden x1,...,x, € R esetén.

A tovabbiakban az ,egytittesen” kitételt hanyagoljuk. Ha nem egyiittes fiiggetlenségrél beszéliink
(hanem mondjuk paronkénti fiiggetlenségrol), azt kiilon jelezziik.

Hogy lehet n valdszintiségi valtozd egyiittes fiiggetlenségét ellendrizni? Diszkrét esetben ehhez az
egyes {X; = x;} események valészintiségét vizsgdltuk. Amikor az P(X; = z;) val6szinliségek szorzata
minden paramétervalasztiasra megegyzett az események metszetének valészintiségével, az bizonyitotta
a valtozok fiiggetlenségét. Folytonos esetben ez nem jarhaté ut. Helyette a kévetkezét mondhatjuk:

Allitas. Az X1,..., X, valdsziniségi vdltozék pontosan akkor figgetlenek, ha
F(X17...7Xn)($1, e ,In) = F‘X1 (:]Cl) L— FX”(JJn)
minden x1,...,T, € R esetén.

A fenti allitds, bar hasznos folytonos valdszinliségi valtozdkra, de nem csak rajuk érvényes. Ugyan-
ugy, ahogy az eloszlasfiggvény sem csak folytonos valdszinliségi valtozokra definidlt, a fenti tétel is
teljestl tetszdleges X7, ..., X, valdsziniliségi valtozok esetén.

A folytonos esetre visszatérve: vannak feladatok, amikor az eloszlasfiiggvény nem &ll rogton rendel-
kezésiinkre, viszont az egyiittes slirliségfliggvény igen. Ilyenkor a kévetkezd allitdst tudjuk hasznélni.
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Allitas. Legyenek X1, ..., X, folytonos valdsziniségi viltozdk. Ezek pontosan akkor figgetlenek, ha

(X1,...,Xn) folytonos valdszindségi vektorvdltozd, és
f(Xl,...,Xn)(xla e 7$n) = fx, (5E1) teeet an(fﬂn)
minden x1,...,T, € R esetén.

Roéviden, fliggetlen valoszintiségi valtozok egyiittes siirtiségfiiggvénye szorzatta bomlik. Specidlisan,
ilyen esetben létezik az egytittes striségfiiggvény.

Példa. A korabbi példa feltételei mellett igaz-e, hogy Aladar vélaszideje fliggetlen Bélaétol? Ezt az
eloz6 allitas segitségével ellendrizhetjik. Legyen x,y > 0. A kordbbiak szerint

26—129 + 2746—631

1 4
foxv)(@,y) =37 126_1%5 + 6e” 0" '66_6‘”5 & fy(y) = 3 3 ;

illetve az fy-hoz hasonléan kiszamolhat6, hogy

flz) = 3 24

*6_33: + 76—6x_
Tehat X és Y nem fiiggetlenek, hiszen

5 )
3 . 24 o\ /12 21
fx(@)- fy(y) = (ge ° T 0 )(ge 12y+€e Gy)

nem ugyanaz, mint
1 4
f(X,y)(x, y) = 3e737 . 126712?/5 + 657 66761/3,
csak specialis x, y esetén, pedig a fiiggetlenséghez az fx (z)- fy (y) = f(x,v)(z,y) egyenléségnek minden
x,y esetén teljesiilnie kellene.

8.3. Konvolicid.

Amibta bevezettiik a varhaté érték fogalmat, a legsiiriibben hasznalt tulajdonsdga, hogy additiv,
azaz E(X +Y) = EX + EY. Ez teljesiilt akkor is, ha X és Y fiiggetlenek, de akkor is, ha nem. Ez
alapjan azt is gondolhatnank, hogy akkor az X + Y valdszintiségi valtozo6 eloszldsdnak meghatarozasa
is magatoél értet6do feladat. Ha mast nem, legalabb akkor, ha X és Y fiiggetlenek. Nézziink néhany
példat, hogy ez mennyire nincs igy.

Példa.

(1) Legyen X ~ B(n,p) binomidlis eloszlasi. Tudjuk, hogy ekkor X fiiggetlen indikétor val6szinti-
ségi valtozok Osszege, azaz olyan valdsziniiségi valtozdké, amik csak 1 vagy 0 értéket vehetnek
fel. Lathato, hogy hidba a leheté legegyszerlibb a kiindulési valtozok eloszlasa, amik még
fiiggetlenek is, X eloszlisa naluk lényegesen osszetettebb.®”

(2) Legyenek X ésY fliggetlen, Geo(p) eloszldst valdszinliségi valtozok, és Z = X +Y (ami példdul
egy kozpontba beérkez6 masodik telefonhivasig eltelt masodpercek szamat jeloli). Ekkor X +Y
nem geometriai, hanem tgynevezett negativ binomialis eloszlasd, r = 2 rend-paraméterrel.

(3) Legyenek U és V fiiggetlen, egyenletes eloszlast valdszintiségi valtozdk a [0, 1] intervallumon.
Mi U 4 V eloszldsa? Elsére taldn rdmondandnk, hogy egyenletes a [0, 2] intervallumon. Ez
viszont nem igaz, mégpedig ugyanazon okbol nem, amiért két kockadobas dsszege sokkal gyak-
rabban lesz 7, mint 12. Az eredmény neve Irwin—Hall-eloszlas, n = 2 paraméterrel.

Definicié. Legyenek X és Y fiiggetlen valdszintiségi valtozok. Ekkor X 4 Y eloszlasat az X és Y

s sz

37 Aki agy gondolnd, hogy a binomidlis eloszlds nem tal Osszetett, az megpréobalhatja meggy6zni magit az el6z6
fejezetben szereplé de Moivre—Laplace-tétel segitségével.
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Allitas. Legyenek X és Y figgetlen, diszkrét valdszindségi vdltozok, amik értékei nemnegativ egész
szamok. Ekkor
PX+Y =k) =) PX=i)P(Y =k—i)
minden k € N esetén.

Bizonyitds. A bizonyitashoz csak a valdszinliség additivitasit kell felhasznaljuk:

P(X +Y =k) = ( U{X—Z}Q{Y—]})

i+j=k

:zk:]P’({X:i}ﬂ{Y:k—i}) ZIP P(Y =k —1).
O

Példa. Legyenek X és Y figgetlen valésziniiségi valtozdk, amire X ~ Pois(A) és Y ~ Pois(u). Mi
X 4+ Y eloszldsa? A fenti allitas szerint

P(X+Y =k) = ZIP’ _kfi):ZAfe*AL,e*#:
c 1. !

k! A - 1
— —(+p) Akt = —(Mp) & b k
¢ ;k!-i!.(k—i)! pro=e PRl
felhasznélva a binomidlis tételt. Vegyiik észre, hogy az eredmény Pois(\ + ) eloszlasu.

A konvoltci6 kiszamoldsa folytonos esetben valamivel komolyabb feladat. Itt a fentebb Osszegzett
1 és k — 1 parok kontinuum sokan vannak, igy a szummat integral, a valdszintiségi valtozé eloszlaséat
pedig a stiriiségfiiggvény helyettesiti.

Allitas. Legyenek X ésY fiiggetlen, folytonos valdszintiségi vdltozok. Ekkor a
zZ / fx(@)fy(z—z)dx

fiigguény az X +Y siriségfigguénye.

Példa. Legyenek X és Y fiiggetlen, Exp(A) eloszldsu valészintiségi valtozok. Az el6zé allitds szerint

fxiv(z / Ix(2) fy (2 — x)dz

:/ Ae M Ae AET) g = )\26_>‘Z/ 1dz = \2e %2
0 0

minden z > 0 esetén. Az igy kapott eloszlas neve gamma-eloszlas.



VALOSZINUSEGSZAMITAS 43

9. Hatareloszlas-tételek

A korabbi fejezetek soran mar tobbszor eldkeriilt az in. hatareloszlasok témakore: megnéztiik, hogy
a Poisson-eloszlas valdszintiségeit kozelitik a binomidlis eloszlas valészintiségei, megfelel6 paraméterezés
esetén, illetve a normalis eloszlasnal szé esett a de Moivre-Laplace-tételrél.®® De egyaltaldn mit jelent
az, hogy eloszlasok ,tartanak” egy masik eloszlashoz? Es csak specidlis alaki eloszlasok esetén lehet
hatédreloszlast bizonyitani? A mostani el6addsban errél is sz6 lesz.

El6szor olyan egyenlétlenségeket néziink, amelyekkel egy valészintiségi valtozo eloszlasanak ,,szélei-
nek” valdszintiiségei becsiilhetok. Ezek az egyenlétlenségek hasznos segédeszkozok hatareloszlas-tételek
bizonyitdsdban is. Ezutan a valdsziniliségszamitas két alaptételérél fogunk beszélni: a nagy szamok
torvényérdél, és a centralis hatareloszlas-tételrél.

9.1. Csebisev-egyenlotlenség.

Egy valészintiségi valtozo eloszlasa nem feltétleniil ismert egy probléma esetében, kiiléndsen igaz ez
a gyakorlatra. Igény viszont lenne ra, hogy ilyenkor is meg tudjuk becsiilni (példaul feliilrél), mekkora
valoszintiséggel lesz az X értéke szélsOséges.

Allitas (Markov-egyenl6tlenség). Legyen X nemnegativ értékd valdszindségi vdltozd. FEkkor minden
a > 0 esetén

E(X
P(X >a) < ( )
a
Bizonyitds. Definidljuk a kovetkezé valdsziniiségi valtozdt: legyen Y = a ha X > a, és 0 egyébként.
Maés szavakkal, ¥ = alix>,. Mivel X nemnegativ, igy ¥ < X a teljes eseménytéren. Emiatt
E(Y) < E(X) is teljesiil, a virhaté érték monotonitasabdl adédbéan. Tehat

EX)>EY)=0-PY =0)+a-P(Y =a)=0a-P(X >a).
Az egyenlStlenség atrendezésébdl kovetkezik az allités. O

A Markov-egyenl6tlenség 6nmagdban nem feltétleniil erés becslés. Példaul, ha a < E(X), akkor
annyit allit, hogy egy valdsziniiség kisebb, mint egy 1-nél nagyobb szam, ami azért nem egy mély tény.
Tipikus alkalmazdsa ehelyett, amikor a jéval nagyobb E(X)-nél. Ekkor intuitivan azt 4llitja, hogy
annak a valészintsége, hogy az X véaltozo a-nal szélséségesebb értéket vesz fel, legalabb olyan titemben
csokken, mint az x — £ fiiggvény, ahol ¢ = E(X).

A Markov-egyenlétlenség helyett gyakrabban alkalmazzak az alabbi kovetkezményét:
Kovetkezmény (Csebisev-egyenlétlenség®”). Legyen X waldsziniiségi vdltozo, amire D*(X) véges. Ek-
kor minden a > 0 esetén ,

D#(X
P(|X —E(X)| >a) < %
a
Bizonyitds. A bal oldal atrendezése utan alkalmazzuk a Markov-egyenlGtlenséget az X helyett az
(X —E(X ))2 valdszintiségi valtozéra (és a helyett a®-re):

P(‘X—E(X” > a) ZP((X—E(X))2 > a2) < E((X —aI::(X)) ) _ DQG(;()_

felhasznalva, hogy (X — E(X ))2 mindig nemnegativ. Ez épp a bizonyitandé 4llités. O

Vegyiik észre, hogy mig a Markov-egyenlStlenség csak nemnegativ valoszintiségi valtozdkra érvényes,
addig a Csebisev-egyenltlenség tetszoleges valds esetben is igaz.

38gzemfiiles olvasé felfedezheti, hogy a geometriai eloszldsrél is megemlitettiik, hogy a pontok siiritése esetén az
exponencialis eloszldshoz tart.
39Angol szakirodalomban: Chebyshev’s inequality
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Példa. Egy adott adatbazis atlagosan 50 lekérést fogad egy idGegység alatt. A lekérések szamanak
szérésa a tapasztalatok szerint 5.%° Adjunk als6 becslést annak a valészintiségére, hogy 40-nél tobb,
de 60-nal kevesebb lesz a lekérések szama egy idGegység alatt.
Jelolje X az egy idGegység alatti lekérések szamat. Ekkor a Csebisev-egyenlGtlenség szerint
D?(X 52 3
IP’(40<X<60)=IP>(|X—50|<10):1—IP(|X—5O|210)21—¥:1—1—02—4.
a

Vegyiik észre, hogy ez a korlat nem igényelt semmilyen feltételt az eloszlasra, a varhato értékének és
szérdsanak ismeretén feliil.

A Markov-egyenlGtlenség tovabbi, erdsebb becslések alapjaul is szolgalhat, amennyiben a négyzetre
emelés helyett egyéb fiiggvényt alkalmazunk, illetve X-re erésebb feltételeket tesziink.

Kovetkezmény (Paraméteres Csernov-egyenlStlenség®!). Legyen X valdsziniiségi viltozé. Ekkor min-
den a,t > 0 esetén
E(etX)

eta :

P(X >a)<

Bizonyitds. Tetszdleges t > 0 esetén az x — e!® fiiggvény monoton néve. igy a Markov-egyenl6tlenség

miatt
E(etX )

eta

]P’(X > a) = IP’(etX > et“) <

)
felhasznalva, hogy !X és e*® mindig pozitiv. O

Példa. Legyen X ~ Pois(5). Adjunk fels6 becslést P(X > 10)-re. Ekkor a Csernov-egyenlStlenség

szerint
oo

E(etX) —10t tk5k -5 —10t = (5et)k -5 —10t+5et—5
P(X >10) < =e Ze He =e Z e’ =e .
k=0 k=0

elot k!

Ez a felsd becslés barmilyen pozitiv ¢ valasztasa esetén igaz, igy akkor is, ha a kitevé a lehetd legkisebb.
Derivalassal megkaphaté, hogy a fiiggvény minimuma ¢ = In(2) helyen van, értéke: e°/1024 = 0,1449.
Vegyiik észre, hogy ezzel szemben a Markov-egyenl6tlenség csak E(X)/10 = % értékkel becsiilne feliil-
rél.

A fejezet tovabbi részében a fenti Otleteket alkalmazva jutunk el a téma két legfontosabb tételéhez.

9.2. Nagy szamok torvénye.

A koéznyelvben a nagy szamok torvényét sokszor abban az értelemben hasznaljuk, hogy ha valamit
nagyon sokszor prébalgatunk, akkor eldbb-utébb sikeriilni fog. Ez az &llitds (illetve a preciz megfo-
galmazésa) specidlis esete annak, amit a valésziniiségszamitdsban nagy szdmok torvényének hivunk.
Valéjaban a ,torvény” ennél altaldnosabb, ugyanis nem csak valdszinliségekrol beszél, hanem varhaté
értékrol is.

Fogalmazzuk meg el6szor a fenti koznyelvi igazsdgot precizen. Legyenek Aq,..., A, egyiittesen
fiiggetlen események, amelyek valdsziniisége egységesen p, ahol 0 < p < 1. Ezek az események felelnek
meg annak, hogy n-szer prébalgatjuk ugyanazt a kisérletet. Az allitas olyasmi, hogy elég nagy n esetén
biztosan sikeriil valamelyik, még akkor is, ha p nagyon kicsi. Precizen megfogalmazva,

lim P(A, U---UA,) — 1.
n—oo

Vegyiik észre, hogy valdjaban a valdszinliség fogalmanak bevezetésénél mar ennél tébbet is elfogadtunk:
azt az intuitiv igazsagot, hogy fiiggetlen kisérletek esetén a sikerek aranya épp a siker valdszintiségéhez

40Hogy hogyan lehet a tapasztalat alapjan, példaul ismételt kisérletekkel informéciot szerezni az eloszlas szérasardl,
az a statisztika témakorébe esé nem nyilvanvalé kérdés, amire most nem tériink ki.
41Angol szakirodalomban: Chernoff bound
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kozelit (és emiatt elég sok kisérlet esetén nem is lesz nulla). Ez szintén a nagy szdmok térvényének
specialis esete.

Hogy az utébbit formulaval is felirhassuk, vezessiik be a kévetkezd jelolést: legyen X; = 1 ha A;
teljesiil, egyébként 0 (azaz X; = 14,). Jelélje X, az X1+77L+X" atlagot. Ekkor a ,korabban elfogadott
intuitiv igazsag” azt allitja, hogy ha n — oo, akkor

X, —p.

A probléma az, hogy ez az allitds nem preciz: milyen értelemben tud valésziniiségi valtozdk egy sorozata
konvergalni? Ahogy az a kévetkezd tételbdl kideriil, tobbféleképp.

Tétel. Legyen X1, Xo,..., Xy, ... figgetlen, azonos eloszldsi valdsziniségi valtozdk egy sorozata. Te-
gyiik fel, hogy EX, = p és D(X,,) = o minden n-re, ahol p,0 € R régzitett. Jelolje X,, az %
datlagot.*?
o Nagy szamok gyenge torvénye: Tetszoleges € > 0 esetén

lim ]P’(‘Xi,L — u’ > 5) =0.

n—oo
e Nagy szamok erds torvénye:

P( lim Xin:u> =1,

n—oo
ahol a hatdrérték vgy értendd, mint az w — X, (w) fiigguények pontonkénti hatdrértéke.

Ahogy az a tételbdl is kideriil, a nagy szdmok torvénye nem egyetlen tétel, hanem egy tn. tételkor,
adott témaju allitdsok egy halmaza, kiilonboz6 feltételekkel.

Az §llitds annyiban 4ltaldnosabb az elStte szereplé diszkussziénél, hogy X; nem feltétleniil {0, 1}-
értékil, hanem barmilyen egyéb eloszlasu is lehet. Ha X; {0, 1}-értékii, akkor a gyenge térvény neve:
Bernoulli-féle nagy szamok gyenge torvénye.

Nagy szdmok gyenge torvényének bizonyitdsa. A varhat6 érték linearitdsa miatt az X,, atlag virhatd
értéke is . Igy alkalmazhatjuk a Csebisev-egyenlotlenséget az allitasban szerepld valdszinliségre:
— _— _— D?(X,,
P(|X — u] 2 ) = P(|X — E(X)| 2 ) < %

Mivel X1, ..., X, fiiggetlenek, igy a D? tulajdonsigai szerint:

+ X144 X

D2(X,) = D2< ) - %(ID)Q(Xl) +~--+}D>2(Xn)> - %0—2,

n
ahol a jobb oldal 0-hoz tart n — oo esetén. Ebbdl az allitds mar kovetkezik. 0

Mité]l gyenge torvény az elsé, és erés a mésodik? Es egyéltalin, mi a kiilonbség a kettd kozt?
Egyrészt, az erds torvénybél kovetkezik a gyenge (ezt nem bizonyitjuk). Mésrészt, a két allitds abban
kiilonbozik, hogy milyen értelemben nézziik az X,, konvergencidjit. A gyenge torvényben szerepld
konvergencia neve sztochasztikus konvergencia, mig az erés torvényben 1-valdsziniségii konvergencidrol
beszéliink.

Rendben, de mit jelent az, hogy ,, més a konvergencia”? Van itt valami kézzelfoghaté eltérés, vagy ez
csak valami elméleti-technikai k6tozkodés? Es egyébként is, ha igaz az er6s torvény, minek egyaltalan
beszélni a gyengérol? Ezek jogos kérdések, haladjunk sorban.

A valészinliségszamitast néha azért nehéz Osszevetni a valdsiaggal, mert mig a valdsziniliségek az
Osszes kimenetelr6l beszélnek egyszerre, addig a valésdgban mi (egyszerre) csak egyetlen kimenetelt
latunk, egy w esetén felvett értéket tapasztalunk. A gyenge térvény (és altaldban a sztochasztikus
konvergencia), csak arrdl beszél, hogy azon w-k, ahol az atlagtol valo eltérés lényeges (azaz e-nél
nagyobb), egyre kevesebben vannak (s6t, részardnyuk nulldhoz tart). De ettél még megtorténhetne,

427 tételek a szérds végessége nélkiil is teljesiilnek, de a bizonyitdsuk komplikaltabb.
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hogy akirmilyen w-t is valasztunk, egyre-mésra felbukkan egy olyan 1épés, ahol X,, nagyon eltér p-tél.
Az erés torvény éppen azt mondja, hogy ez lehetetlen. Vagyis 1 valdsziniiséggel olyanok az w-k, hogy
egy id6 utan mar nem megyink p-tél e-nél tavolabb.

Ennek fényében még jogosabb a kérdés: minek beszéliink egyaltalan az ,elavult” gyenge torvényrol?
Azért, mert gyengébb feltételek esetén megeshet, hogy a gyenge tétel teljesiil, de az erds mar nem.
Részletesebben: mind a fiiggetlenség, mind az azonos eloszlasiisag nagyon erds feltételek, amik a
gyakorlatban sem mindig teljesiilnek. (Példdul, ha elég ideig méregetjiik a napi kézéphémérsékleteket,
azok nem lesznek fiiggetlenek, tovabb4 el6bb-utdbb nyar utdn tél lesz, legaldbbis reméljiik.) Szerencsére
ezeket a feltételeket gyengitve is bizonyithaték nagy szamok torvényei. Viszont van olyan feltétel-
gyengités, ahol a gyenge torvény még igaz, de az erés mar nem.

9.3. Centralis hatareloszlas-tétel.

A nagy szdmok torvénye csak arrdl beszél, hogy mihez
konvergdlunk (a vérhaté értékhez, ugyebér), de arrél nem,
hogy ezt milyen gyorsan tessziik. Més szavakkal, arr6l nem
mond semmit, hogy hogy a varhaté értéktdl valo eltérés mi-
lyen iitemben csokken, n névekedésének fiiggvényében.

Ahhoz, hogy ezt megvalaszoljuk, szikségiink van az el-
oszlasbeli konvergencia fogalmara, ugyanis az atlagtél vald . i
(egyre kisebb) eltérés mar nem egy konkrét szdm, hanem egy
(egyre koncentréltabb) eloszlds a varhat6 érték kortl.

Definicié. Legyen X1, Xs,...,X,,... valdszintiségi valtozok egy sorozata, jeldlje Fx, az X, elosz-
lasfiiggvényét, és hasonléan Fy a Z eloszlasfiiggvényét. Az (X, )nen sorozat eloszlasban konvergal
egy Z valosziniiségi valtozohoz, ha

Fx, (z) = Fz(x) (n — o)
minden olyan 2 € R esetén, ahol F folytonos.** Jelolése: X, 4z
Tétel (Centralis hatéreloszlas-tétel). Legyen Xy, Xo, ..., X,,... figgetlen, azonos eloszldst valdszi-
niiségi vdltozok egy sorozata. Tegyiik fel, hogy D*X; < co. Legyen Z ~ N(0;1). Ekkor
X1+ + X, —nE(X1) a
— Z n — o0).
ViD(X)) o)
Az eloszlasbeli konvergencia definiciéjat kibontva ez azt jelenti, hogy a bal oldal eloszlasfliggvénye

tart Z eloszlasfiiggvényéhez, azaz ®-hez, a ® minden folytonossidgi pontjaban. Mivel & mindenhol
folytonos, igy a tétel kovetkeztetése a kévetkezo:

Xp+ -+ X, — nE(Xy)
P( ViD (X))

< a) — ®(a)

minden a € R esetén, ha n — oo.

Az utébbi alakbdl méar jobban lathatd, hogy a centralis hatareloszlas-tétel a de Moivre-Laplace-
tétel altaldnositasa. Valdban, hiszen itt olyan fiiggetlen, azonos eloszlasi valdszinliségi valtozdkrol
beszéliink, amik véges szérasuak, mig a de Moivre—Laplace-tétel csak fiiggetlen indikator valésziniiségi
valtozok oOsszegérél (azaz egy binomidlis eloszlast valdszintiségi valtozordl) allit konvergencidt. De az
allitas mindkét esetben az, hogy az eloszlasfiiggvény ®-vel kozelithetd. Hogy ez a kozelités mennyire
jo, arrél kiilon tételek rendelkeznek.**

43Bebizony1’thaté, hogy az eloszlasbeli konvergencia fenti definiciéjaval ekvivalens a kovetkezd feltétel:
limp 00 Ef(Xy) = Ef(X) minden f: R — R folytonos, korldtos fliggvény esetén.
447 45d Berry-Esseen tétel, [Terence Tao] Central limit theorem, Theorem 23


http://static.stevereads.com/papers_to_read/feller--on_the_berry-esseen_theorem_.pdf
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Megjegyzés. A tételben szerepl6é szumma més formaban is irhaté:
Xy 4+ X —nE(X))  Xn — E(Xy)
vnD(Xy) DX,
ami atrendezéssel és a széras tulajdonsdgainak felhasznaldsaval kaphatd. Mas szavakkal, a tételben az

X, standardizaltjarél van szé.

Példa. Egy pincészetben munkanapokon atlagosan 100 liter bort mérnek ki, 20 szérassal. Tegyiik
fel, hogy az egyes napok mérései fiiggetlenek és azonos eloszlasiak. Az évbdl hatralévé 50 munkanap
alatt 4750 liter bort kellene eladniuk ahhoz, hogy felillmuljak a tavalyi teljesitményt. Mi annak a
valoszintisége, hogy ez sikeriil?

Jelolje az egyes napok eredményeit X1, Xs, ..., X50. A feltételek szerint E(X;) = 100 és D(X;) = 20.
A centralis hatareloszlas-tétel szerint a megfeleléen standardizalt 0sszeg kozelitéleg normaélis, azaz

50 50
_,X;—50-100 4 — 4 —
P( Y X = 4750) 11@(21—1 < 4750 5000) %1@(7505000)
— V50 - 20 V50 - 20 V50 - 20
=1-—®(-1,7678) = ®(1,7678) ~ 0,9615.
Tehét a siker valészinlisége nagyjabol 96%.

A tétel bizonyitasdhoz az elsé alfejezetbdl merithetiink 6tletet, egész pontosan a Csernov-egyenlétlenségben
megjelené mennyiségbdl: az E(e!X) varhaté értékbol.

Definicié. Az X valdszintiségi valtoz6 momentumgeneralé fiiggvénye:*”
Mx (t)

azon t helyeken értelmezve, ahol E(e!X) véges.

L E(E),

A momentumgenerdlé fliggvényt az aldbbi hasznos tulajdonsdgai teszik alkalmassa, hogy felhasz-
naljuk a centralis hatareloszlas-tétel bebizonyitasaban.

Allitas. Legyenek Y, Z illetve X1, Xo, ... valdsziniiségi vdltozok. Tegyiik fel, hogy My (t) és Mz(t)
minden t € R esetén értelmezett.
(1) Ha My (t) = Mz(t) minden t € R esetén, akkorY és Z azonos eloszlastak.
(2) Ha lim, o Mx, (t) = Mz (t) minden t € R esetén, akkor X, 4 7.
A bizonyitasban feltessziik, hogy a momentumgenerdlé fiiggvények mindenhol értelmezettek. Az

allitas enélkil is teljesiilne, de az altalanos esetet itt nem bizonyitjuk. Tovabba a bizonyitasban meg-
jelend lemmat szintén érvelés nélkiil elfogadjuk.

Centralis hatdreloszlds-tétel bizonyitisvazlata. A szadmolast egyszerlisitendd, csak azt az esetet vizsgal-
juk, amikor E(X;) =0 és D(X;) = 1. Ez val6ban elegendd, ugyanis ha tudjuk a tételt a valdszintiségi
valtozok X—EX1)

D(X1)

ebbdl a tétel az alabbi dtrendezéssel kovetkezik:
X1+ + X, —nE(Xy) —
VnD(X1)

Tehét azt kell belatnunk, hogy /n - X, 4 Z. A momentumgeneral6 fliggvényre vonatkozd allitas
szerint ehhez elég belatni, hogy

Vn

standardizéltjaira (amikre mar teljestil, hogy a varhaté értékiik 0, szérasuk 1), akkor

n X;—E(X
R s C T o
nD(X;) B n

n—oo

45 momentumgeneralé fiiggvény a Laplace-transzformalttal rokon fogalom. A madsik siirlin elkerilé fogalom a
téméban a karakterisztikus fiiggvény, ami pedig a Fourier-transzforméacié valésziniiségszamitasbeli megfelel6je. Fourier-
transzformaciérél nagyszeri magyardzoé vided: [youtube - 3bluelbrown, Fourier Transform)]


https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY
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minden ¢ € R esetén.
Szamoljuk ki el8szor az (5) egyenlet jobb oldalét:

% 1 .2 T
Mtz]EtZ:/ “‘7*7d=7/
2(t) = E(e) Y= N e

2
Mas szavakkal, a standard normaélis eloszlas momentumgenerals fuggvénye t +— eT.
Az (5) egyenlet bal oldaldnak vizsgalata el6tt szémoljuk ki az X7 momentumgenerald fﬁggvényét is:

z— 2
- t) + dz—e2.

=1 t2 =2
(6) MXl(t)IE< k:'thl) f1+t]EX1+ ]E(X2)+5 E( k|t’“ 2X1> 14+ 2 (1+7’( ).
k=0

ahol r(t) jeloli az utolsé szumma varhaté értékét. Egyaltalan nem nyllvanvalé, de belathato a kdvetkezo:
Lemma. lim;_,q7(t) = 0.

A lemma miatt az (5) egyenlet bal oldalarél a kovetkezé mondhat6:

(7) M- Xi(t):]E(JZ?= ) (Hef ):
() = I (G2) =0 ()

ahol felhasznaltuk a kovetkezd két tulajdonsagot: Egyrészt az evaXi valbsziniiségi valtozok fiiggetlenek,

masrészt Mx, (ﬁ) minden ¢ esetén megegyezik My, (ﬁ)—nel, hiszen a momentumgenerald fiiggvény

csak X; eloszlasatdl fiigg, ami minden ¢ esetén ugyanaz, mint X; eloszlasa.
n

(%)

1nMZ%%Xi(t):nlnMX1(\/tﬁ):nln (1—|— 5 (1—1—7‘(\}%)))

Jelolje r(ﬁ)—et rn. A lemma szerint r, — 0, ha n — oco. Ezért az egyenletet a kovetkez6képp
folytathatjuk:

2
2 In (1 + 5 (1+ TN)) 2
In M t)y=nln(14+ —(1 n) | = -—-(1 n)-
n Zizlxi() nn( +2n( +r,)> ﬁ(1+rn) 5 (1+7r,)

Helyettesitsiik be az (7) egyenlet logaritmusaba az Mx, (%) (6) egyenlet szerinti értékét:

A lemma miatt 2 (1 +7,) = 0, ha n — oo (rogzitett ¢ esetén). Emiatt a hdrmas szorzat elsé tényezdje

1-hez tart, felhasznalva hogy ln(Hy) — 1, ha y — 0. Osszességében:
t? 2
nh_)rrgolnMZw_z_ X, (t)y=1- 5 (1+0)=—

Erre alkalmazhatjuk az exponencialis fliggvényt (ami folytonos, igy felcserélheté a hatarértékképzéssel).
2
Tehat lim,,_ o Mzn L @)= eT = My (t) minden t € R esetén. O
i=1""

vn
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10. Linearis regresszio

Valésziniiségi valtozdk kovarianciajat eddig csak diszkrét esetben vizsgaltuk, annak ellenére, hogy
ugyanaz a definicié alkalmas folytonos valésziniiségi valtozdk kovariancidjanak definidlasara is. Amiért
ezt a témat mégis eddig halogattuk, az az egyiittes stirliségfiiggvény fogalmanak hidanya volt, amely
fogalom lehet&vé teszi a kovariancia kiszamoldsat folytonos esetben is.

A kovariancia és szoras fogalmak alkalmazésaként a linedris regressziot is itt targyaljuk. Linedris
regresszio alatt elsGsorban egy statisztikai modellt értiink, ami a valtozok kozotti linearis kapcsolat-
ra alapozva vezet le Gsszefliggéseket a valtozok viselkedésére. A modellt hasznaljdk prediktiv, illetve
magyarazo célzattal is. Az elébbi alkalmazas a becsléselmélet, mig utébbi a hipotézisvizsgilat téma-
koréhez sorolhatd, amik a statisztika részteriiletei.

Ugyanakkor a linedris regressziénak van egy tisztdn valdszinliségszamitasi vonatkozéasa is, amihez
nincs sziikség a statisztika alapfogalmaira, mint a minta vagy a becslés. Ez annak a kérdésnek a kor-
nyékre, hogy hogyan lehet adott X és Y valoszintiségi valtozok esetén olyan «a, 8 szamokat valasztani,
hogy X + « a lehet6 legkozelebb legyen Y-hoz.

10.1. Szoéras és kovariancia folytonos esetben.

Legyen X folytonos valészintiségi valtozo, és jeldlje fx a siriliségfiiggvényét. Hogy tudjuk megha-
tarozni X szorasat?
Kordbban vizsgaltuk mar az X véarhaté értékét, s6t g(X) transzformalt varhaté értékét is, ahol
g : R — R tetszbleges folytonos fiiggvény. Emiatt az X szérdsnégyzetét is ki tudjuk szdmolni (ahogy
azt a normalis eloszlds esetében mér szamoltuk is):
22 fx (x)dx — (/

.00

o oo

—00

xfx(x)d;v)2.

Ebbdl pedig X szérdsa D(X) = /D?(X).
A szérdsnégyzet (illetve szérds) jelentése ilyen esetben is atlagtol valé négyzetes eltérés (és annak
gyoke). Szemléletesen azt méri, mennyire ,teriil szét” a stirtiségfiiggvény a varhaté érték koriil.*0

Példa. Legyen Z ~ Exp(A) valamilyen A pozitiv valésra. Ekkor két parcidlis integraldssal adédik,

hogy
S 00 S oo
E(Z?) :/ 22AeMdz = [— e_’\zzﬂ —/ —e *22dz :/ 2ze Mdz =
0 0 0 0
1 e > 1 2 [ 2
= 2Z<)6>\Z:| —/ 2(77)67/\2(12:7/ e Mdr = —.
{ ) o o ) /s A2
Tehat

D(2)=E(2) B2’ = 5 (5) = = D&)=j;.

A2 A A2

Ezen gondolatmeneten tovabbhaladva észrevehetjiik, hogy folytonos valdszintliségi valtozok kovari-

ancidja is értelmes a kovariancia eredeti definiciéjaval, feltéve, hogy az ott szereploé varhaté értékek
léteznek. S6t, az alabbi allitds is érvényben marad:

cov(X,Y) € E((X —EX)(Y —EY)) = E(XY) — E(X)E(Y).
Konkrét esetben szdmoldsi nehézséget tipikusan az E(XY') tag jelent, hiszen az XY valdszinliségi
valtozé eloszldsa az (X,Y) valészinliségi vektorvaltozo egyiittes eloszldsatdl fiigg, nem csak X és Y
peremeloszlasaitol. A kovetkez6 allitas segitségével XY eloszlasanak kiszamoldsa nélkiil is meghata-
rozhaté E(XY).

46 A slirliségfiiggvény alakjardl szamos tovabbi szarmaztatott mennyiség nyilatkozik, mint a valdszintliségi valtozo
4tlagos abszolut eltérése, a csicsossdga (mds néven lapultsiga), vagy a ferdesége.
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Allitas. Legyen X = (X1,...,Xn) folytonos valdsziniiségi vektorvdltozd, és legyen g : R™ — R olyan
fiiggvény, amire E(g(Xq,..., n) ) létezik. Ekkor

E(g(X1,...,X / / g(@1,.. . xp) - fx(x, .. xp)dey .. dey,.
Ha g folytonos és nemnegativ, akkor E(g(Xy,...,X,)) létezik, beleértve, hogy értéke esetleg +oc.

Az §llitdsnak speciélis esete, hogy ha (X,Y") folytonos valésziniliségi vektorvaltozd, akkor

)
BXY)= [ [y fer(@dedy,
—o0 J—o0

feltéve, hogy a varhaté érték létezik (ugyebér a g : (z,y) — « - y fliggvény nem nemnegativ).
Példa. Jelolje X az éves osszes csapadékmennyiséget (1000 mm-ben szdmolva), Y pedig az évben
eladott eserny6k szdméat (1000 db-ban szdmolva). Tegyiik fel, hogy az egytittes slirliségfiiggvényiik:

t4—2224ay—y®) hal<z<lés0<y<2,

fxy(z,y) = R
0 egyébként.

Szamoljuk ki X és Y kovarianciajat. Az el6z6 allitds szerint

(o) [e’e] 2 1 1
E(XY) = / / zy - fxy (2, y)dedy = / / wy - (4= 20"+ wy — y?)dudy =
0 0

1 /? 1 1 1
/ / (dzy — 223y + x2y? — y?’)dxdy = 5/ {szy — §m4y + §x3y2 — §x2y3] dy =
0 -

=5 [ Gre g p)av= [ gt o] =505 2) =

A kovariancidhoz sziikségiink van még a varhato értékekre. Annyi csak a probléma, hogy ehhez az
fx slruségfiggvény még nem all rendelkezésiinkre. Szerencsére azt tudjuk, hogy a peremeloszlas
strliségfiiggvénye hogyan szamolhatd az egytittes sirtiségfiiggvénybol:

E(X) = /_0;95 - fx(z)dx = /_‘:x : /_Z Ix,y(z,y)dydr = /_Z /_O:off - fx,y (z,y)dydz.

Ezen a ponton észre is vehetjiik, hogy E(X) igazabdl a g(x,y) = x fiiggvény szerinti transzformalt
varhaté értéke, igy hamarabb eljutunk ugyanehhez a formuldhoz. Némi integraldssal kapjuk, hogy

]E(X): xog(4—2x + oy —y )dady = —

1

1 4

/ / 5(4—2x2+xy—y2)dxdy= E
74
45 15 5 225

A kovariancia illetve szérds korabban térgyalt tulajdonsagai szintén teljesiilnek, fliggetleniil attdl,
hogy folytonos esetrdl beszéliink-e vagy sem.

cov(X,Y) = ~E(X)E(Y) =

Lemma. Legyen (X,Y,Z) valdszindiségi vektorvdltozd. Ekkor teljesiilnek az aldbbiak, feltéve, hogy a
benniik szerepld mennyiségek értelmezettek:

(1) Ha c € R, akkor D(X +¢) =D(X) és D(cX) = |¢|D(X).

(2) D*(X +Y) =D*X) +D?(Y) + 2cov(X,Y).

(3) D?(X) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha P(X = ¢) = 1 valamilyen ¢ € R-re.

(4) Ha X ésY fiiggetlenek, akkor cov(X,Y) =0, specidlisan D*(X +Y) = D*(X) + D*(Y).

(5) (bilinedris) Ha b,c € R akkor cov(X,bY +c¢Z) =b-cov(X,Y) + ¢ cov(X, Z).
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Megjegyzés. A lemma 4. pontja dltaldnosabban alkalmazhatd, ha felhasznaljuk az aldbbi lemmaét.

Lemma. Ha X ésY fiiggetlen valdszindiségi viltozdk, g és h folytonos, valds figguények, akkor g(X)
és h(Y) is figgetlenek.

A lemma nem nyilvanvald, de itt nem bizonyitjuk.

Valésziniiségi vektorvaltozd esetén a szérasnégyzeteket és kovariancidkat matrixba rendezve szokés
kezelni. Ennek a motivacidja nem a kompakt leirhatosiag, hanem az, hogy a valészintiségi vektorvalto-
zokkal val6 szamoldsokban természetes moédon el6keriil a kovarianciamatrix vektorokkal vett szorzata,
a matrix determindnsa, illetve nyoma is, lasd példdul a tobbvaltozds normalis eloszlast a 12. eldadéason.

Definicié. Az X = (X;,...,X,) valésziniiségi vektorvaltozé kovarianciamatrixa az aldbbi n x n-es
val6s matrix:
cov(Xy,X1) cov(Xy,Xa) ... cov(Xyi,X,)

COV(X) _ COV(XQ,Xl) COV(X27X2) . ’

cov(X,, X1) cov(X,, X,)
azaz cov(X); ; = cov(X;, X;) minden 1 < ¢,j < n esetén.
De hol van ebben szérasnégyzet? Mivel D?(X;) = cov(X1, X1), {gy a matrix f64tlojadban 16v6 elemek

a vektorvaltozo koordinatainak szorasnégyzetei.
Allitas. Legyen X = (X1, ..., X,) valdsziniségi vektorvdltoz. Ekkor

(1) cov(X) szimmetrikus, azaz cov(X;, X;) = cov(X;, X;) minden 1 < i,j < n esetén.

(2) cov(X) pozitiv szemidefinit mdtriz, azaz 3 3;_, 375, acov(X;, Xj)a; > 0 minden (a1, ..., a,) €

R™ esetén, és pontosan akkor 0, ha Z?:l a; X; 1-valdsziniséggel konstans.

Bizonyitds. A kovariancia szimmetrikussdga a definiciéja szimmetrikussagabdl adodik, ezt nem ra-

gozzuk. A pozitiv szemidefinitség belatdsat kezdjiik az extrém esettel: tegyiik fel, hogy >_" ; a; X;
1-valészintiséggel konstans valdszintiségi valtozo, azaz ]P’( S aiX = c) = 1 valamilyen ¢ € R esetén.

T

Az eléz6 lemma 3-as pontja szerint ez ekvivalens azzal, hogy a valdsziniiségi valtoz6 szérasnégyzete 0.
Tovabba, a lemma 5-6s pontja miatt

(8) D2 ( i azXz) = COV( i G,Z‘Xi, i anj) = i i aicov(le, Xj)a]
i=1 i=1 j=1

i=1 j=1
Tehat ha a valdszinliségi valtozd 1-valésziniiséggel konstans, akkor a jobb oldalon 1év6 Gsszeg is 0.
Az érvelés forditott irdnyba ugyanigy elmondhaté, igy az allitds ,,pontosan akkor” része teljesiil. Az
egyenlGtlenség belatdasdhoz mar csak azt kell észrevenniink, hogy a szérasnégyzet nemnegativ, ezért a
(8) egyenlet jobb oldala is mindig nemnegativ. O

Példa. Irjuk fel az el8z8 példdban szerepld (X,Y) valdsziniiségi vektorvaltozé kovarianciamétrixét.
Ehhez sziikségiink van D?(X)-re és D?(Y)-ra is. A korabbiakkal analég atalakitasokkal, illetve polino-
mok integralasaval kapjuk, hogy

D?(X) = E(X?) — / / 22 fx (2, y)dady — / / xfx(z,y d;l:dy) =
27
/ / — 222 + zy — y?)dady — / / —(4— 222+ xy — yz)dzdy) =50

Es hasonléan D? (Y) = Tehat ha Z jeloli az (X,Y) Valoszmusegl vektorvaltozét, akkor

7 1

_ (9% 225
cov(Z) = 7 i |-

725 225

225
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10.2. Linearis regresszio.

Tegyiik fel, hogy egy esernydket aruld bolt tulajdonosai vagyunk, és kapunk egy hosszutavi el6-
rejelzést a jovo évi csapadékmennyiségrél. Jobb hijan ezen elorejelzés alapjan probaljuk megtippelni,
mekkora készletet rendeljiink, azaz koriilbeliil hany eserny6t fogunk eladni. Hogyan kellene tippeljiink,
ha a korabbi évek alapjan van némi elképzelésiink a csapadékmennyiség és az eladott esernySk szama
kozti Gsszefliiggésrol? Ilyen becslésre az egyik lehetséges médszeriink a linearis regresszio.

Jelolje X az éves csapadékmennyiséget, Y pedig az eladott esernytk szaméat, ahogy a maéasodik
példdban. Tegyiik fel, hogy (X,Y) egytittes siirliségfuiggvénye a példaban szerepld fxy. A linedris
regresszio alapotlete, hogy probaljuk meg Y-t az X-nek egy linearis fiiggvényével, azaz 5 - X + «
alakban, a lehet6 legjobban kozeliteni.

Vegyiik észre, hogy a ,legjobb kozelités” nem egy joldefinialt fogalom: azt még meg kéne mondanunk,
mi alapjan tekintiink egy kozelitést jénak vagy rossznak. Erre tobbféle megkozelités is bevethets,*” de
a legalapvetObb, az in. legkisebb négyzetek moddszere.

Definicié. Legyenek X és Y valdszintiségi valtozok. Ekkor Y-nak az X-re vett linearis regresszidjan
azt a X + « valdszinliségi valtozot értjiik, ahol a, 8 € R, és az
2
(9) E((¥ - (6X +a))°)
mennyiség minimalis.

Ennek az optimalizalasi problémanak a megoldasa lényegében mindig létezik és egyértelmii:
Allitas. Legyenek X és 'Y olyan valdszintségi vdltozék, amire D?(X), D?(Y) és cov(X,Y) wéges,
tovdbbd D*(X) # 0. Ekkor a (9) egyenletben szerepld vdrhaté érték pontosan akkor minimdlis, ha

cov(X,Y) cov(X,Y)

=7 S =EY) - ————

T 0 T e

Definicié. Az Y valdsziniiségi valtozé X-re vett regresszids egyenese az
{(z,y) €eR® |y = fz +a}

egyenes a sikon, ahol g és a értéke a fenti allitasban szerepel.

E(X).

Vizudalisabban, az (X,Y") valésziniiségi vektorvaltozé lehetséges értékeinek a sikjan az eloszldst ,leg-
jobban kozelit6” egyenes a regresszids egyenes. A linedris regresszié akkor lesz jol hasznalhaté modell,
ha az (X,Y) egyiittes eloszldsa ezen egyenes kornyékén koncentralédik.

Megjegyzés. A p-ra és az a-ra vonatkozd egyenleteket nem feltétleniil egyszerli sem megjegyezni, sem
megindokolni. Egy heurisztika (de nem bizonyitds) a helyes « és [ megtaldldsira, hogy olyannak
valasszuk Gket, amire Y-nak és SX + a-nak ugyanaz a varhaté értéke és az X-el vett kovariancidja.
Emiatt

EY)=E(X +a)=FEX)+a é  cov(X,Y)=cov(X,BX + a) = fD*(X) +0,

amely egyenletekbdl adddik is 5 és « értéke.
Egy hasonld, kompaktabb megkozelités a korrelacié fogalman keresztil vezet. Idézzik fel, X és Y
korrelaciéja:
det cov(X,Y)
XY)= ———~—
corr(X,Y) DX DY)
egy —1 és 1 kozti valés szdm, ami X és Y linedris Osszefiiggését méri. Azt allitjuk, hogy ha fX + « az
Y linearis regresszidéja X-re, akkor teljesiil, hogy
(BX +a)-E(Y) X-E(X)
D(Y) - D(X)

-corr(X,Y).

47A linedris regresszié alternativ viltozatai, amelyek mashogy definidljdk a ,legjobb kozelités” fogalmat: stlyozott
linedris regresszié, ridge regresszié, avagy az £1 regresszié.
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Mas szavakkal, ha Y standardizéltjaba az els6 Y helyére a SX + « regressziot helyettesitjik, akkor az
eredmény X standardizaltjanak korrelacio-szorosa. Ez az azonossdg egyszeri atrendezéssel belathato.

Bizonyitds. A kovetkez6 fuggvényt kellene minimalizalnunk:
h(a, f) = IE((Y —(BX + oz))Z) - E(Y2 +B2X2 4 a? — 2BXY — 2aY + 2046X> -

=E(?) + PE(X?) + a? — 2BE(XY) — 2aE(Y) + 2apE(X).

Az eredeti formdbdl latszik, hogy h nemnegativ (hiszen valdszinliségi valtozd négyzetének varhatd
értéke), tovabbd az 4talakitott formabdl vildgos, hogy a-ban és S-ban h mdsodfokid polinom. Egy
ilyen polinomnak csak ott lehet globédlis minimuma, ahol mind az a-ban, mind a $-ban vett parcialis
derivalt eltlinik.

Bar egy (ao,8p) pontban a parcidlis deriviltak eltlinése nem elégséges feltétele annak, hogy ez
a pont a h fliggvény globalis minimuma legyen, jelen esetben a nemnegativitds miatt mégis ez a
helyzet. Valéban, indirekt tegyiik fel, hogy az (ag,39) pontban eltiinik mindkét parcilis derivélt,
de h(a1, B1) < h(ag, Bo). Nézzik a fliggvényt a két pontot Osszekotd egyenesen, vagyis tekintsiik az
f(t) = h(tag+(1—t)ay, tBo+(1—1t)51) egyvaltozods figgvényt. Mivel ezt h-bdl linedris behelyettesitéssel
kaptuk, igy polinom kell legyen t-ben, ami legfeljebb masodfoki. Sét, a 0-ban vett derivaltjat is
ki tudjuk fejezni h parcidlis derivaltjaival az (ag,8y) pontban, ezért f’(0) = 0, hiszen a parciélis
derivaltak eltiinnek. Osszefoglalva, f egy olyan legfeljebb masodfokd polinom, amire f/(0) = 0, és f
mindenhol nemnegativ (ebb8l mar latjuk, hogy f vagy egy felfelé 4ll6 parabola, vagy konstans), de
mégis h(ai1, 1) = f(1) < f(0) = h(a, Bo). Ez ellentmondads, ilyen polinom nincs.

Visszatérve a globalis minimum pontos értékére, h parcialis derivaltjai a kévetkezdk:

B szerint: 2BE(X?) — 2E(XY) 4 2aE(X) és a szerint: 2o — 2E(Y) + 28E(X).
Vagyis a parcialis derivaltak kozos nullhelyeit megadé egyenletek:
aE(X) + FE(X?) =E(XY) &  a+BEX)=EY).

Ez egy 2 x 2-es linearis egyenletrendszer a-ban és S-ban. Megoldésa:

E(XY) - E(X)E(Y v(X,Y ) cov(X,Y
B = (IE(X)2) _;(;)g ) _ COD§(X) ) & a=E(Y)—BE(X)=E(Y)- OID)g(X) JE(x),
amik éppen a kivant egyenletek. O

Példa. Mit kapunk a felvezetoé példa esetében, ahol X a csapadékmennyiség, Y az eladott esernyok
szama? A méar kiszdmolt kovarianciamatrix koordindtdibdl rogton felirhatok az Y-nak az X-re vett
linearis regresszidjanak egytitthatoi:
cov(X,Y) 1/225 2
D2(X)  7/90 35’

cov(X,Y) ( )félefﬁ
D2(X) 5 3515 75

a=EY)-

Tehat ha X-re kapunk egy elérejelzést, akkor ezen egyiitthatokkal kézelithetjik Y-t. Némi értelmezést
hozzaadva: az es6 mennyiségének emelkedése csak kismértékben fogja névelni a mar alapbdél magas
készletsziikségletet.

Mivel a linearis regresszié csak kozelités, igy fontos informacié lehet, hogy mekkora hibaval talalja
el Y értékét.

Allitas. Legyen az Y waldsziniiségi vdltozé X -re vett linedris regresszidja BX + o. Ekkor az eltérés
szordsnégyzete:
cov(X,Y)?

D2 (Y — (BX + a)) = D?(Y) B (0)
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Bizonyitds. A szérdsnégyzet fentebb felsorolt tulajdonsigai és 8 = C?I‘);((X;)/) miatt:

D? (Y —(BX + a)) = DY — BX) =D(Y) + B2D*(X) — 2cov(Y, BX) =

cov(X,Y)? 2( )_QCOV(X,Y)
(D2(X))” D2(X)

Eppen ez volt az allitas. O

cov(X,Y)?

cov(Y, X) =D*Y) — D2(X)

=D*(Y) +

Megjegyzés. Mésképpen felirva:
D(Y = (8X +a)) = D(Y) - (1 - corr(X,Y)?),

Specialisan, minél nagyobb a korrelacié X és Y kozt, annal kisebb rész jarul hozza a hiba szoérasnégy-
zetéhez D?(Y)-bol. Tovdbbd, ez az atfogalmazds azt is mutatja, hogy a fenti allitasbél kévetkezik a
6.5 alfejezet allitasa.

Példa. Az eléz6 példa esetében

58  (1/225)2
D2<Y— X ):——7%0,2545.
(BX+a)) = 595 ~ 7 /90)2
Vagyis az eladasok jécskan eltérhetnek a linedris regresszié altal becsilt értéktdl.

Hasznos észben tartani, hogy statisztikai témakoérben nem ugyanezt értik linearis regresszié alatt.
A kiilonbség, hogy ott nem feltételezik, hogy a valdsziniiségi valtozok eloszlasa ismert, de altalaban azt
sem, hogy (az esetlegesen ebbél levezethet8) kovariancia és szérdsnégyzet értékeit ismernénk. Igy a
statisztikai értelemben vett linearis regresszioba beleértik azt is, hogy a 8 és o értékek maguk is becsiilt
mennyiségek, egy véges nagysagi minta alapjan. Ez lényegesen eltér6 egyenleteket és értelmezést jelent,
de ettdl még a linedris regresszio otlete ugyanaz marad: keressiink kozelitOleg linedris Gsszefliggést a
vizsgalt valtozdk kozott.
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11. Feltételes varhato érték

Az el6z6 fejezetben vizsgdlt linedris regresszié egyik hatuliitdje, hogy csak a valtozdk kozotti linedris
Osszefiiggést fogja meg, mélyebb relacidkat nem. Példan érzékeltetve, hidba lehet X értékébol tokélete-
sen meghatarozni X2 értékét, az X2 linedris regressziéja X-re nem feltétleniil lesz jé kozelitése X 2-nek.
Természetes tehat a kérdés, nem lehetne ezt jobban csindlni valahogy? Persze a valasz igenld, amiben
a feltételes varhato érték fogalma, illetve az ebbdl ad6doé regresszios fiiggvény lesz segitségiinkre.

11.1. Feltételes varhaté érték, diszkrét regresszio.

c sz

P(BNA)

P(A)
a B-nek az A-ra vett feltételes valdsziniisége. Szemléletesen, ez a B esemény valdszinilisége arra az
esetre fokuszdlva, amikor A bekovetkezik. A mésodik fejezetben beldttuk, hogy B — P(B | A) is
valésziniiségi mérték. Vagyis barmi, amit valészintiségi mértékekre bizonyitottunk, ra is alkalmazhato.

P(B|A)=

Definicié. Legyen Y valdszintiségi valtoz6 és A olyan esemény, amire P(A) > 0. Ekkor az Y-nak
az A-ra vett feltételes varhatd értéke az Y véltozd P(. | A) valdszinliségi mérték szerinti varhatéd
értéke. Jelolés: E(Y | A).

A feltételes valdszinliséghez hasonléan, E(Y | A) jelentése az Y dtlagos értéke a teljes eseménytér
helyett az A eseményre szoritkozva.

Lemma. Legyen Y egyszert valdsziniiségi vdltozd, és A esemény, amire P(A) > 0. Ekkor

(10) EY|A)= Y k-PY=k|A).
keRan(Y)

moédon tudjuk a feltételes varhaté értéket visszavezetni varhatéd érték szamolasara.

Allitas. Legyen Y waldsziniiségi vdltozd, és P(A) > 0. Ekkor E(Y | A) = ﬁI}E(YlA).48

Mi ennek a fogalomnak az értelme? ToObb esetben a feltételes varhatd érték nem kiszamolandd
cél, hanem a feladat megfogalmazasanak eszkoze, ahogy ezt a feltételes valdszinliség esetén is lattuk.
Tegytik fel példaul, hogy egy eszkdzbol kétféle marka is elérhetd, az egyik atlagosan 3 évig, mig a masik
4 évig nem romlik el. Valasszunk a kett6 koziil véletlenszeriien egyet, és jelolje Y az élettartamét. Ekkor
a feladatban 1év6 informdacidink E(Y | {els6t valasztjuk}) = 3 és E(Y | {méasodikat vélasztjuk}) = 4.

Feltétel eseményként hasznalhatjuk egy mdsik valészintiségi valtozé {X < x} nivéhalmazét is, azaz
nézhetjitk E(Y | X < z)-et valamilyen X val6szintiségi valtozora.

Példa. Legyen Y és Z egy-egy szabalyos kockadobas eredménye, X =Y + Z és x = 7. Ekkor
PY=FkX<7) 6-k /15 6—Fk

P(X <7 36 /3 15’

PY=k|X<T7)=

6
6-k 6-21—-91 7
EY [X<T)=) kPY=k|X<T)=> k- = =3
k=1 k=1

Tovabb4, ha P(X = x) > 0, akkor E(Y | X = z) is értelmes. Az el6z6 példanal maradva

6 4
1
E(Y | X =5) = P(Y = —5=S"%. L _9s
(v | 5)=> k-PY =k|X=5)=)k 1 =25
k=1 k=1

Szemléletesen, E(Y | X = 5) az Y 4tlagos értéke abban az esetben, ha tudjuk, hogy X értéke 5.

48 7 4llitas kovetkezménye, hogy ha E(Y") 1étezik és véges, akkor emiatt E(Y | A) is létezik és véges.
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Az E(Y | X = x) mennyiségre ugy is tekinthetiink, mint egy fiiggvényre az = véltozéban. Ez
egy determinisztikus fliggvény, azaz nem valdszintliségi valtozé, hiszen tetszéleges x valds szam esetén
E(Y | X = z) val6s szam (feltéve, hogy értelmes és véges).

Definicié. Legyenek X és Y valdsziniiségi valtozok, ahol X diszkrét. Jelolje Sx az X lényeges érté-

keinek a halmazat, azaz

Sx ¥z eR|PX =2) > 0}

Tekintsiik a

g:Sx =R, gx)=EY | X =2x)
valds fiiggvényt. Ekkor az Y-nak az X-re vett (diszkrét) regresszidja a g(X) valdszinfiségi valtozo.
Jelolése: E(Y | X).

Példa. Dobunk egy szabdlyos kockaval, majd az eredménynek megfelelé6 szamu szabalyos érmével.
Legyen X a kockadobas értéke, Y pedig a fejek szama az érmedobasok kozott. Mi Y regresszidja
X-re? Ha ismerjik X értékét, akkor Y binomidlis eloszlast, paraméterei: X értéke és % Binomialis
eloszldst véltozénak ismerjiik a varhat6 értékét (a paraméterek szorzata), ezért E(Y | X = z) = x4,
ahol z € {1,2,3,4,5,6}.

Az elnevezés motivacidja a linedris regresszié elnevezésébdl kiindulva értheté meg: Y linedris reg-
resszibja X-re egy olyan X + « alaku linedris fiiggvénye az X valOszintiségi valtozénak, ami a ,legjobb
linearis kozelitést” adja Y-ra. Ezt altaldnositva, az Y valtozé X-re vett regresszidja nem szoritkozik
linedris fliggvényekre, hanem azt a g(X) figgvényét adja vissza az a X val6szintiségi valtozénak, amely
a ,legjobb kozelitést” adja Y-ra. Ez a ,legjobb” g fliggvény torténetesen a fenti x — E(Y | X = z),
hiszen mi lehetne jobb kozelités, mint az Y atlagos értéke abban az esetben, amikor X értékérdl tudjuk,
hogy .

Hogy mit értiink ,legjobb kozelités” alatt? Intuitivan fogalmazva az E(Y | X) val6szintiségi valtozd
mindent tud az Y-rél, amit X ismeretében tudni lehet, és ezzel a ,lehetd legtobb” informaciéval ad
kozelitést Y-ra.?” Ezt precizen tgy tudjuk atfogalmazni, hogy ha tovdbbi, X-re vonatkozé feltétel
esetén nézzik Y feltételes varhatd értékét, akkor az mar kiszdmolhaté E(Y | X) regressziobol is, nem
kell hozza az eredeti Y-t ismerniink. Még precizebben:

Allités. Legyen X diszkrét valdszintségi vdltozo. Tegyiik fel, hogy P(X < x) > 0 és E(Y) véges. Ekkor
E(g(X)| X <z) =E(Y | X <),
ahol g(X) =E(Y | X).

e sz

E(gX) | X <2) Z 3 gk)-P(X =k|X <a)=

keRan(X)
P(X = k) P(X = k)
= k)————= = EY|X=k——=.
D4 ) D E(Y| PX <2
k<x k<x
Itt felhasznalhatjuk a fenti allitast és a varhaté érték additivitasat:
1 P(X = k) 1
=y E(Y1x_ = E(Y Y 1)
Z P(X = k) ( {X*’“})P(X <z) P(X<a) I; (X=k}
1
=——FE(Y1 =EY | X .
P(X <J}) ( {X<ac}) ( | <.’L’)
Ez éppen a belatandé allités. O

497 legjobb kozelités” mésik megfogalmazasat lasd a harmadik alfejezet megfelel6 allitasaban.
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11.2. Folytonos regresszio.

A regresszi6 fogalmat abban az esetben is szeretnénk bevezetni, ha X folytonos valésziniiségi valtozo.
Ezzel az a lényeges probléma, hogy P(X = ) = 0 minden z érték esetén, ezért E(Y | X = x) a fenti
definiciéval értelmetlen. De ne adjuk fel rogton, ugyanis az ,,Y legjobb kozelitése X fiiggvényében”
fogalom viszont nem tiinik értelmetlennek.

A regressziét altalanosan az el6z6 alfejezet utolso allitasaval definidlhatjuk.

Definicié. Legyenek X és Y valdszintiségi véltozdk. Az Y-nak az X-re vett regresszidja az a g(X)
s 5 Ve 7z ’” 7 . ’ 7 .
alaki®’ valészintiségi valtozo, amire

(11) E(g(X)| X <z)=E(Y | X <x)
minden olyan x € R esetén, amire P(X < x) > 0. A g(X) valdszintiségi valtozo jelolése: E(Y | X).

Mivel a diszkrét regresszi6 is regresszié (lasd elézd alfejezet), igy a diszkrét jelz6t elhagyjuk. To-
vabba itt jegyezziik meg, hogy az E(Y | X) regresszi6, mint valdsziniiségi véltozd, nem egyértelmii.
Ugyanigy, ahogy a siriiségfiiggvény sem egyértelmi, ugyanis g értékét néhany olyan ponton biintet-
lentil megvaltoztathatjuk, amiket 0 valdosziniiséggel vesz fel X. Egy ilyen valtoztatds g(X) értékét is
megvaltoztatja, de a definiciéban szerepld egyenlet érvényben marad.

A g fiiggvény®! jelolése: = +— E(Y | X = z), elnevezése regresszios fiiggvény. A jelolés tobb
értelemben sem pontos. Egyrészt a fejezet legelején felirt feltételes varhaté érték értelemben az E(Y |
X = x) nem feltétleniil van értelmezve, hiszen P(X = z) lehet nulla is. Ettdl fiiggetleniil a jelolés
szemléletes, hiszen informélisan g(z) az Y étlagos legjobb kozelitése az {X = z} feltétel esetén.

Maésrészt a jelolés abban az értelemben sem preciz, hogy g egyéltalan nem egyértelmii, igy rogzitett
z-re a fliggvénynek nincs jéldefinialt értéke. Példaul ha X nemnegativ, akkor g a negativ félegyenesen
akarhogy megvalaszthat6. Mivel g kiszdmoldsa tipikusan egy koztes 1épés az E(Y | X)) valdszin(iségi
valtozo6 kiszdmoldsahoz, amely valdszinliségi valtozé mér 1ényegében egyértelml (14sd eléz6 bekezdés),
igy g nem egyértelmi voltaval nem fogunk a tovabbiakban foglalkozni.

Megjegyzés. Ha E(|Y]) < oo, akkor E(Y | X) is létezik. Ezt nem bizonyitjuk.

Rendben, most méar definidlva van a regresszi6. De hogyan lehet kiszamolni akar a g regresszids
fiiggvényt, akir a g(X) = E(Y | X) regressziét? Ha X egyszerti, akkor ez az el6z6 alfejezet (10)
egyenletébol vilagos:

EY | X=2)= » yPY=y|X=2)
y€Ran(Y)

minden x € Sx esetén, hiszen ez a P(. | X = z) valdsziniiségi mérték szerinti varhaté érték. Folytonos
esetben ehelyett a kdvetkezot tudjuk mondani.
Definicié. Legyen (X,Y") folytonos valdszin(iségi vektorviltozd, és jelolje egyiittes slirliségfliggvényét
fx,v. Ekkor Y-nak az X-re vett feltételes stirtiségfiiggvénye:
Frix(y | ) = fxy(xy)  fxy(zy)

fx(z) 2 fxy (,u)du’

olyan z,y € R szdmokra értelmezve, amire fx(z) # 0.

A definicié megjegyzésében segithet, ha észrevessziik a hasonlésigit a P(B | A) = P(PEEQ;‘) egyenld-

séggel.

507 g nem akdrmilyen fiiggvény, hiszen g(X) valésziniiségi valtozé kell legyen. Ehhez altaldban azt kovetelik meg,
hogy g tgynevezett Borel-mérheté fliggvény legyen; ekvivalensen, folytonos fliggvények pontonkénti hatarértéke.

51 g értelmezési tartomanyat nem specifikdltuk, nem is igazan tudjuk, hiszen g nem egyértelmii. Ami lényeges
feltétel a g értelmezési tartoméanyara, hogy tartalmazza azon x € R pontokat, aminek barmilyen kis kérnyezetébe pozitiv
eséllyel esik X, legfeljebb egy 0 mértékii halmaz kivételével.
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Allitas. Legyen (X,Y) folytonos valészindiségi vektorvdltozd. Ekkor

E(Y|X:x):/

o0

v fyix(y | z)dy

az Y -nak az X -re vett regresszids fiiggvénye, olyan x € R helyeken értelmezve, ahol fx(x) # 0.

Bizonyitds. Legyen x € R olyan, amire P(X < z) > 0, tovadbb4 tetszbleges z € R esetén legyen

g(z) = ffoooy “fyix(w | 2z)dy ha fx(z) >0,
0 egyébként.

Azt kell leellenérizniink, hogy g-re teljesiil a (11) egyenlet. A fejezet els6 allitdsa miatt

L E(X)1xen).

E(g(X)| X <z) = FX <)

ahol

[ee) xT

g(z)l{z<m}fX(z)dZZ/ 9(2) fx(2)dz.

—0o0

B(9(X0)tixen) = |

—00

Ha fx(z) > 0, akkor g definiciéja szerint

o) xe) = [ Ty R | Ddy - () = / Ty @) gy - / Ty Fxx (2 p)dy.

—00 fX (Z) —00

Ha fx(z) = 0, akkor g(2)fx(z) = 0. Leellendrizhetd, hogy a jobb oldali integrél szintén 0, ha
fx(z) = 0, felhaszndlva, hogy f_oooo fx.v(z,y)dy = fx(2). Osszességében, az el6z6 hadrom egyenletbél
az adodik, hogy

E(g(X)| X <z) = m /_; /_O;y - fx,y (2, y)dydz.

Itt felhasznalhatjuk a valésziniiségi vektorvaltozé transzforméltjanak varhaté értékére vonatkozé alli-
tast, és a fejezet els6 allitasat, igy a fentit folytatva
1
=——[E(Y1 =EY | X <),

ami éppen a belatandé allitas. O

Példa. Legyen az (X,Y) valészintiségi vektorvéltozé egyiittes stirfiségfiiggvénye 1522y, ha 0 < = <
y < 1, és 0 egyébként. Hatdrozzuk meg az E(Y | X) regressziét.
Eloszor szamoljuk ki X slirtiségfliggvényét a 0 < < 1 esetekben:

o] 1
15
fe@) = [ pxrlendy= [ 15audy = 3 - o),
Tehat a feltételes stirtiségfiiggvény értéke 0 < x < y < 1 esetén

 fxy(wy) o 152y 2
frix(y|z) = fx@) %(aﬂ — ) T 122

és fyix(y | ) = 0 egyébként. Tehat 0 < x < 1 esetén

e} 1 3

2y 2 11—z

EY | X=2)= . dy = . dy = 2. )
Y| x) / y- fyix(y | z)dy /xy 1—2W =3 12

2 1-Xx3

’ s s e s s 52
5 T—xz valosziniiségi Valtoz6.%?

Behelyettesitve, az E(Y | X) regresszi6 a

52frdekes utdnaszdmolni, hogy a regresszié egydltaldn nem szimmetrikus X-ben és Y-ban, azaz E(X | Y) egydltaldn
nem biztos, hogy hasonlit E(Y | X)-re.
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11.3. Regresszio tulajdonsagai, teljes varhaté érték tétele.

A regresszié konnyebb meghatarozasahoz érdemes megvizsgalnunk a tulajdonsigait, ahogy azt a
korabbi fogalmak esetében is tettiik.

Allitas. Legyenek X,Y,Z valdszintségi valtozok. Ekkor teljesiilnek a kovetkezdk:
(1) Tetszbleges a,b € R esetén E(aY +bZ | X) = aE(Y | X) +bE(Z | X).
(2) Tetszbleges h folytonos™ fiigguény esetén E(h(X)Y | X) = h(X)E(Y | X).
(8) Ha X ésY figgetlenek, akkor E(Y | X) = E(Y).

A linearitds nem meglepd. A méasodik tulajdonsag szemléletesen azt éllitja, hogy mivel h(X) értéke
meghatarozhatd X-b6l, ezért ha a h(X)Y -ra keressiik a legjobb becslést X fliggvényében, akkor elég az
Y becslését megoldanunk, a h(X) szorzoként kiemelhetd a varhat6 értékbol. A harmadik tulajdonsig
jelentése, hogy ha X és Y fiiggetlenek, akkor X-bol nem tudunk jobb becslést faragni Y-ra, mint a
legjobb konstans becslés, ami a varhato értéke.

Az elsé alfejezetben parhuzamot vontunk a regresszié és a linearis regresszié kozt: mindkét modszer
jO kozelitést keres X fuggvényében Y-ra. A linearis regresszié esetében pontosan meg is fogalmaztuk,
hogy mi az az optimalizaldsi probléma, amit a linedris regresszié megold (s6t, ez volt a definicif).
Hasonlban, a regresszi6 is felirhaté optimalizaldsi probléma megoldasaként.”

Allitas. Tegyiik fel, hogy E(Y?) véges. Ekkor a
2
E((v - g(x))")

vdrhaté érték pontosan akkor minimdlis a g figgvényben, ha g(X) és E(Y | X) 1l-valdsziniiséggel
megegyeznek.

Roéviden, itt nem X linedris fiiggvényével prébaljuk minimalizalni az Y-tdl valé atlagos négyzetes
eltérést, hanem ennél altalanosabb fiiggvények segitségével. Ilyen értelemben a regresszié a linedris
regresszio javitasa.

Azt gondolhatndnk, hogy a regresszio szinte sosem egyezik meg a linearis regresszié esetével, csak
teljesen elfajuld esetekben. A kovetkezd allitds mutatja, hogy ez nem igaz.

Allitas. Legyenck Zy,. .., Z, figgetlen, normdlis eloszlist valdszindségi vdltozok, X = Yo aiZ; és
Y = Y, biZ; valamilyen ay,...,an,b1,..., b, valds szdmokra. Ekkor E(Y | X) megegyezik az Y
valtozé X -re vett linedris regresszidjdval.

Hogyan tudjuk hasznositani a regressziot olyan probléméban, ahol a probléma kérdésfelvetésében
nem szerepel feltételes varhaté érték? Ugy, hogy a szokdsos varhaté érték is szamolhaté regresszié
segitségével ugyantugy, ahogy a masodik el6adason a szokésos valdszinliséget is szamoltunk feltételes
valészintiségekkel (14sd pl. teljes valdszinliség tétele). Ilyen mddszer a teljes varhatd érték tétele is.

Allitas (Teljes varhato érték tétele). Legyen X ésY valdszindiségi vdltozd, amikre E(X) és E(Y) véges.
Ekkor E(E(Y | X)) =E(Y).

Hat ez mi? Ez nem is gy néz ki, mint ahogy a teljes valészinliség tétele kinézett. Hol a szumma?
Minek két varhato érték jel egymds utdn? Nos, a szumma a kiils6 varhaté értékben van elrejtve.
A varhat6 értékre pedig azért van sziikség, mert — ahogy feljebb megvizsgaltuk — E(Y | X) egy
valdsziniségi valtozo, igy ha szamot szeretnénk kapni beldle, ehhez vehetjitk a varhatd értékét.

Tovabbi érv amellett, hogy a fenti allitds elnevezése taldld, hogy ha a feltételes varhatd értéket
kiirjuk a diszkrét esetre, akkor pont olyan formulat kapunk, mint a teljes valészinliség tételében.

537 folytonossag itt elégséges feltétel, de valgjdban csak arra a gyengébb feltételre van sziikségiink, hogy h(X) is
valészintiségi valtozo legyen.

54H0gy nem egy minimalizalasi problémaval definidltuk a regressziét, annak az az oka, hogy a karakterizacié feltéte-
lezi, hogy E(Y2) véges, mig a regresszi6 létezéséhez elég, ha E(Y") véges.



VALOSZINUSEGSZAMITAS 60

Allitas (Teljes varhaté érték tétele, diszkrét eset). Legyen X diszkrét valdszindségi vdltozd, X érték-
készlete {x1,...,%n,...}. Ekkor
E(Y) =Y E(Y | X =z;)P(X = ).
i=1
Példa. Szamoljuk ki a geometriai eloszlds szordsét. (Oké, mér kiszdmoltuk mashogy, de ez rovidebb.)
Dobéljunk fel egy cinkelt pénzérmét, amig fejet nem kapunk, ahol a fej esélye p. Jeldlje a sziikséges
dobasok szamat Y, és legyen X = 1, ha az els6 dobés fej, kiillonben 0. Ekkor

EYH=EY? | X=1DPX =1)+EY?| X =0)P(X =0).
Ha az els6é dobas iras, akkor Osszesen eggyel tobbet kell majd varnunk, mintha most kezdenénk a
dobalast, a geometriai eloszlds orokifji tulajdonsdga miatt. Egyenlettel P(Y =k | X =0) = P(Y +
1 = k) minden k pozitiv egészre. Vagyis E(Y? | X = 0) = E((Y + 1)?), hiszen Y-nak a P(. |
X = 0) valészinliségi mérték szerinti eloszlasa megegyezik az Y szokdsos értelemben vett eloszldsaval.
Kovetkezésképp,
E(Y?)=1-P(X =1)+E((Y +1)*)P(X =0) =
=p+E(Y?+2Y +1)(1-p),

amit dtrendezve E(Y?) = QP_—Q” adddik, felhasznalva hogy E(Y) = % fgy D2(Y) = 1p_f.

A tétel teljes eseményrendszerre is kimondhato.

Allitas (Teljes varhaté érték tétele, teljes eseményrendszerrel). Legyen Ay, ..., A, teljes eseményrend-
szer Q-n, Y waldszindségi vdltozd, amire E(Y') véges. Ekkor

E(Y) =Y _E(Y | Ai)P(4).

Folytonos esetben pedig a kdvetkezoképp irhato.

Allitas (Teljes varhato érték tétele, folytonos eset). Legyen X folytonos valdszindiségi vdltozd, és jelolje
X striségfiggvényét fx. Ekkor
o0
B(Y) = [ E(Y|X = o)fx(a)d
—0o

ahol E(Y | X = z) az Y-nak az X-re vetl regresszios figgvénye.
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12. Feltételes valosziniliség és tobbdimenzids eloszlasok

A mostani fejezetben kimondjuk a teljes val6szinliség tételének azon verzidjat, ahol a feltételben
valbszintiségi valtozo szerepel teljes eseményrendszer helyett. Ettol fliggetlen témaként kézelebbrol
megvizsgdlunk néhany valészintiségi vektorvaltozéhoz tartozé (tn. tébbdimenziés) nevezetes eloszlast,
kiilonos tekintettel a tobbdimenzids normalis eloszlasra.

12.1. Teljes val6sziniiség tétele, folytonos eset.

Az eléz6 fejezet utdn maradhatott némi hidnyérzet az olvaséban: mig a teljes varhaté érték té-
telét tobbféle formédban is kimondtuk (teljes eseményrendszerrel és valészinliségi véltozé {X = x}
szinthalmazaival is diszkrét és folytonos esetben), addig a teljes valdsziniiség tételét csak teljes ese-
ményrendszerre fogalmaztuk meg. Mi a helyzet az utébbi tétellel akkor, ha a feltétel egy valésziniiségi
valtoz6 (szinthalmaza)?

Ha X diszkrét valoszintiségi valtozo, akkor a teljes valésziniiség tétele nem tjdonsag:

P(A)= Y PA|X=k) PX=k),
keSx
ahol Sx azon k értékek halmaza, ahol P(X = k) > 0, és igy van értelme a P(A | X = k) feltételes
valésziniiségrél beszélni. Ez az eredeti teljes valésziniiség tételének specidlis esete. Viszont ha X

folytonos, akkor P(A | X = k) értelmetlen. A probléma felolddsa ugyanaz, mint a regresszios fliggvény
esetében.

Definicié. Legyen X valészintliségi valtozo, és A esemény. Ekkor A-nak az X-re vett feltételes
valészinlisége az
= E(14]| X =2)

regresszids fiiggvény. Jelolése: P(A | X = x).

Itt a regresszios fliggvényt a 11.2 alfejezet definicidja szerint értjik, vagyis ez az a g fiiggvény, amire
9g(X)=E(14 | X). AzE(14 | X) regresszi6 pedig a (11) egyenlettel definialt. (Mivel E(14) azaz P(A)
véges, {gy g létezik a 11.2 alfejezet megjegyzése okan.) Szemléletesen, E(14 | X = x) jelentése az A
esemény valészinlisége (avagy precizebben, annak legjobb atlagos kozelitése), tudvin az X értékét.

Innen a teljes valdszintliség tétele mar megtippelheto:

Tétel (Teljes valdszinliség tétele). Legyen X folytonos valdsziniiségi vdltozd, és A esemény. Ekkor
P) = [P X = 0)fx(e)da,
—o0
ahol fx az X striségfiggvénye.
Példa. Jelolje X egy hallgaténak a valdsziniiségszamitas vizsgara szant felkésziilési idejét. Tegyiik

fel, hogy X egyenletes eloszldsi az [e,20] intervallumon (napban szdmolva, ahol e 20-nal kisebb, és

Oszintén remélem, hogy pozitiv vals szdm). Feltételezve, hogy z id6t szan felkésziilésre a hallgato,
(2‘”—1)2 a valésziniisége, hogy 6tos érdemjegyet kap. Mi a valészinlisége az 6t0s vizsganak?
Az el6z8 tétel jeldlésével: tudjuk, hogy fx(z) = 55— ha e <z < 20, illetve 0 egyébként. Tovabba
P(A| X =) = (&)” Tehst
20 ! 3 20 g2 420 + 202
P(A) :/ (2 e = [grms ). = €” +20e +20°
R 21/ 20—« 3.212(20 —¢) e 3212
Ha £ = 1, akkor ez kerekitve 0.3182.

Megjegyzés. A feltételes valészinliség specidlis esete a feltételes eloszldsfiiggvény:

Fyix(yz) =P <y | X =ux).
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12.2. Tobbdimenzids eloszlasok.

Legyen X = (Xy,...,X,,) valészinliségi vektorvaltozd. Az egydimenzids esethez hasonléan beszél-
hetiink az X eloszldsardl (amit példaul az egytittes eloszlasfiiggvény ir le), ahogy ezt tettik is mar az
egyiittes eloszlas témakorénél. Nézziink most néhdny gyakrabban elkeriilé tobbdimenzids eloszlast.

Nevezetes diszkrét eloszlas a binomialis. Hogyan altalanosithaté ez tobb valtozéra? Erre van egy
kézenfekvé mddszer: legyenek X, ..., X,, egylittesen fiiggetlenek, és legyen X; ~ B(n, p;) valamilyen
n € Nés 0 < p; <1 szdmokra (i = 1,...,m). Igy értelmes tébbdimenziés eloszldst kapunk, de a
binomidlis eloszlas adltaldnositasdnak nem ez az egyetlen médja.

Példa. Atcimkéztiink egy szabélyos dobékockat: egy 1-es, két 2-es és harom 3-mas szdmjegyet irtunk
ra. Dobjunk 13-szor a kockaval. Jeldlje X; a dobott i szamjegyek szamat. Mi a valdszinlisége, hogy
)(1:37 X2:4ésX3=67
A valészinliség kombinatorikus médon meghatarozhato:
131 /1\3/1\4/1\6
P(X) =3, Xy =4, X5 = 6) = —(7) (7) (7) ~ 0,05364,
(X ? »=9=3uei\s) (3) (5
hiszen a 3 db 1-es, 4 db 2-es és 6 db 3-mas lehetséges elhelyezéseinek szama 3!14—3!!6! (ismétléses permu-
tacio), és az ilyen esetek valészintisége pipspS, ahol az i dobds valészintisége p;.
Definicié. Az X = (X3,..., X,,) valésziniiségi vektorviltozé polinomidlis (mds néven: multinomi-
alis) eloszlast, n € N és (p1,p2,...,pm) € [0,1]™ paraméterekkel, ha p; + -+ 4+ p,, = 1 és

— n' kl knz
T Talky . kgt P Pm

minden 0 < k; <n (i=1,...,m), Y .-, ki =n értékek esetén.

P(X; = ki,..., X = k)

Ha m = 2 és (p1,p2) = (p,1 — p) valamilyen p € [0,1] esetén, akkor X; eloszldsa B(n,p) (az Xo
pedig nem hordoz extra informécidt, hiszen Xs =n — X7).

Vildgos, hogy az X; valtozok nem fliggetlenek (hiszen példaul X, ..., X,,—1 egyértelmiien megha-
tarozza X,,-et), ugyanakkor az X peremeloszlasai mind B(n, p;) binomidlis eloszldsok. Ez a példa is
mutatja, hogy a peremeloszlasok nem hatarozzak meg az egyiittes eloszlast, tovabba, hogy nem mindig
az egylttesen fiiggetlen koordindtak adjak egy eloszlas természetes tobbvaltozds altalanositdsat.

Egy masik érdekes tobbdimenzids eloszlas:

Definicié. Legyenek Y7, Ys, Ys egyiittesen fiiggetlen valészintiségi valtozok, ahol Y; ~ Exp(A;), (i =
1,2,3). Definidljuk az X = (X7, X3) vektorvaltozét: X; = min(Y7,Y3) és Xo = min(Ys,Y3). Az X
eloszlasat Marshall-Olkin-féle kétvaltozés exponencidlis eloszlasnak (réviden Marshall-Olkin-
eloszlésnak) hivjak.”®
A motivacié a kévetkezd: ha X exponencialis eloszlast, akkor teljesiti az 6rokifjusag feltételét, azaz
P(X >t+s| X >s)=P(X >t) minden s,t > 0 esetén. Ennek lehetséges dltaldnositasa a
PX>t+s]|X>s)=PX>1t)

feltétel, ahol t,s € [0,00)%, és a vektorok kozti > reldcié akkor teljesiil, ha mindkét koordindtaban
kiillon-kiilon teljesiil. Ez a fajta orokifjusdg meghataroz egy értelmes kétdimenziés eloszlast: azt,
aminek a koordinatéi fiiggetlen, exponencidlis eloszldst valdszintiségi valtozdk (vagyis ez nem a fenti
Marshall-Olkin-eloszlds). Alternativ altaldnositds viszont a kovetkezd feltétel:

(12) PX>t-1+s|X>s)=PX>t-1),
ahol s € [0,00)%, ¢t > 0és 1= (1,1). Ezt a tulajdonsagot a fiiggetlen, exponencidlis eloszldst koordi-

natékkal biré valdszintiségi vektorvaltozén til a fenti Marshall-Olkin-eloszlas is teljesiti.

55Erdekesség7 hogy a Marshall-Olkin-eloszlds nem folytonos, azaz nincs egyiittes slirliségfiiggvénye. Ennek az az oka,
hogy a két koordindta pozitiv eséllyel megegyezhet. Lasd A.W. Marshall, I. Olkin, A generalized bivariate exponential
distribution, J. Appl. Probab. 4 (1967) 291-302.


https://apps.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/u2/634335.pdf
https://apps.dtic.mil/dtic/tr/fulltext/u2/634335.pdf
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Példa. Egy gépben két fontos alkatrész van. Jelolje X; és Xo a két alkatrész (véletlen) élettartamét.
Tegyiik fel, hogy az alkatrészek kora nem befolyasolja, hogy elromlanak-e ¢ id6 alatt, vagyis ha az elsé
alkatrész s; id6s, a masodik so id6s, akkor annak a valdsziniisége, hogy t ideig nem romlik el egyik
alkatrész sem, ugyanaz, mintha mindkét alkatrész 4j lenne. Egyenlettel:

P((X1, X2) > (t+ s1,t 4 s2) | (X1, X2) > (51,82)) = P((X1, X2) > (t,1))
tetszéleges s1,s2,t € [0,00) esetén. Ez éppen az el6zd (12) egyenlet, azaz (X1, X2) Marshall-Olkin-

eloszldsu is lehet, valamilyen Aj, A2, A3 paraméterekkel. (Szemléletesen, az Y3 azt a kozos hatdst
reprezentélja, ami mindkét alkatrészt egyszerre elronthatja.)

12.3. Tobbdimenziés normalis eloszlas.

Bar szamos tobbdimenziés eloszlasrél lehetne beszélni, a legnevezetesebbet nem hagyhatjuk ki, ez
a tobbvaltoz6s normaélis eloszlas.

Hogyan tudnank altalanositani a normalis eloszlast kétdimenzids eloszlasként? Az egydimenzids
normélis eloszlds tipikusan egy fizikai mérés eredményének a tényleges érték koriili szérédédsat (hi-
bajat) irja le. A kétdimenziés dltaldnositds meghatdrozdsihoz tekintsiink egy kétdimenziés mérési
eredményt, példaul egy olyan jeladé X szélességi és Y hossziisagi koordinatait, aminek helyzetét nem
ismerjiik pontosan, de a jel alapjan bemérjiik. Idealizalt esetben milyen tulajdonsidgot varnank ettél
az eloszlastol?

Egyrészt feltessziik, hogy az eloszlas folytonos, azaz létezik az fxy egylttes strliségfiiggvény. Az
egyszertiség kedvéért legyen a jelado tényleges helye az origd. Természetes feltételezés, hogy az eloszlas
forgdsszimmetrikus, azaz fxy értéke csak (z,y) hosszatdl fiigg. Egyenlettel:

(13) fxy(x,y) = h(z? +y°)

valamilyen h valos fliggvényre. Masrészt, nem irredlis feltétel az sem, hogy X és Y fiiggetlenek, vagyis
hogy az = és y koordindtdban mért hibdk nem befolydsoljak egymést. Az X és Y fliggetlensége
ekvivalensen:

(14) fxy(zy) = fx(@)- frly)  (Va,y €R).

Megmutatjuk, hogy ezek a feltételek meghatarozzak az eloszlast.

Allitas. Ha (X,Y) folytonos valdsziniségi vektorvdltozs, ami forgdsszimmetrikus, és az X,Y koordi-
ndatdk figgetlenek, akkor fx y(z,y) = ea(a®+y*)—c valamilyen a,c € R esetén, ahol a < 0.

Bizonyitds. Helyettesitsiink y = 0-t a (13) és (14) egyenletekbe:
h(x2 + 02) = fX7Y(x’O) = fx(l‘) ) fY(O)’
tehédt fx(z) = f%(o)h(xz) (x € R). Kozben felhasznaltuk, hogy ha fy(0) = 0 lenne, akkor h azonosan
nulla, ami lehetetlen. Hasonléan, fy (y) = f%(o)h(y% (y € R). Visszahelyettesitve,
1 1
— _h(x%). ——
fr(0) = fx(0)

Jeloljiik ezt &t a kovetkezéképp: u = z2, v = y? és ¢ = In (fX(O)fy(O)). Ekkor a fenti egyenlet
logaritmusa:

ha® + %) = fx(@) - fy(y) = h(y?).

Inh(u+v) =Inh(u) +Inh(v) —c.
Legyen G(u) = Inh(u) — ¢. Az utolsé egyenletbél c-t levonva mindkét oldalrél G(u+v) = G(u) + G(v)
adodik. Ez ugyanaz a Cauchy-egyenlet, amirél korabban mar beszéltiink. Integralhaté megoldédsa
ennek csak a G(u) = a - u figgvény, valamilyen a € R esetén. Tehat h(u) = e*~¢, vagyis fx vy (z,y) =
e(@+y)—c valamilyen a,c € R esetén. Ha a > 0 lenne, akkor nem lehetne fx y integralja 1. O

A paraméterek alkalmas megvalasztdsival adédik a standard normalis eloszlas. Altalanosan, n-
dimenziés esetben ez a kovetkezo.
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Definicié. Az X = (X;,...,X,,) valészintiségi vektorvaltozé n-dimenziés standard normadlis el-
oszlasu, ha folytonos, és egyitittes sirtiségfiiggvénye:
1 _L1LNT 2
fx(@y,...,zp) = ——5e 22u=1"i (x1,...,2z, €R).
= (2m)>

Hogyan kapjuk a nem feltétleniil standard, tébbdimenziés normalis eloszlasokat?

Definicié. AzY = (Y1,...,Y,) valdszintiségi vektorvaltoz6 tobbdimenziés normalis eloszlasy, ha
létezik A € R™ ™ | 1 € R™ és X n-dimenzids standard normalis eloszlasi valészintiségi vektorvaltozd,
amire B

Y= A - X+ 22
X-et oszlopvektorként kezelve. Az Y eloszldsa nemelfajuld, ha A vélaszhatd nemelfajulé matrixnak

(azaz det(A) # 0).

Ez a lefrasmdéd eltér az egydimenzids esetben alkalmazott paraméterezéstél, ahol egy (nem feltétleniil

standard) normadlis eloszlast a varhatd értékével és a szordsnégyzetével adtunk meg. Vizsgéljuk meg a
tobbdimenziés normélis eloszlds hasonlé paramétereit.

Definicié. EgyY = (Y1,...,Y,) valdszinliségi vektorvaltozé varhaté érték vektora az (EYy, ..., EY,,)
R™-beli vektor. Jelolés EY .

A kovarianciamatrix szintén kifejezhetd a varhato érték vektor segitségével. Ha oszlopvektorokként

kezeljik az Y és EY vektorokat, akkor
cov(Y) =E((Y —EY) - (Y —EY)") € R™",

ahol a szorzas az n x 1 és 1 x n alaki matrixok matrixszorzatat jeloli, illetve a kapott matrix varhaté
értékét koordindtanként értelmezziik.
Allitas. Legyen X = (X4,...,X,) standard normdlis eloszldst valdszindiségi vektorvdltozs, és 'Y =
A- X+ p. Ekkor BY = p és cov(Y) :é-éT.

Ezekkel a paraméterekkel felirhaté a tobbdimenziés normaélis eloszlas strliségfiiggvénye is.

Allitas. Legyen Y nemelfajuld n-dimenziés normdlis eloszldsi vektorvdltozd. Jeldlje a vdrhatd érték

vektordt p, a kovarianciamdtrizdat X. Ekkor Y siriségfiiggvénye

1 A" (2w
Ti,. .., Tp) = ——————¢€ 2° = = = =
fr (o ) (27)% det ()%

)

ahol det(X) a X determindnsa, ;71 pedig az inverz mdtriza.

A kitevében a szorzat egy harmas matrixszorzat (vektor, matrix és megint vektor tagokkal), ami
valds szamot eredményez. A matrix tag kétdimenzids esetben:

a b 1 1 c —b 9
z (b c) = P Tot (2) (—b a ) det (:) ac — b,

ahol a = D?(Y1), b = cov(Y1, Ys) és c = D?(Y5).

Az Allitas fontos kovetkezménye, hogy egy nemelfajulé normalis eloszldst meghataroz a p varhato
érték vektora és a ¥ kovarianciamétrixa. (Vegytiik észre, hogy adott X tobbféle A méatrixbol is el6-
allhat, ezért ez nem nyilvanval6 allitds.) Valdjdban az elfajuld esettel is ez a helyzet, de ekkor nincs
strlségfliggvényiink, de ezzel itt részletesebben nem foglalkozunk.

A fentiek miatt értelmes a kovetkezé jelolés:

Jelblés. Az n-dimenziés normalis eloszlast N (u, ;) jeloli, ahol Y = A- X + p, X n-dimenzi6s standard

normalis, és X = ééT Speciélisan, a standard normélis eloszlés jeldlése N (0, 1), ahol 0 az n-dimenzids
nullvektor, és I az n-dimenzi6s egységmatrix.
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Vegyiik észre, hogy sem a standard, sem az altaldnos esetben nem beszéltiink még az Y; koordinatak
eloszlasardl, sét szoba sem keriilt az egydimenziés normalis eloszlas. Kérdés tehat, hogy mik a normalis
eloszlas margindlisai? A védlasz mérsékelten meglepd:

Allitas. Legyen Y ~ N(p,X), ahol p € R™ és ¥ € R" ™. Ekkor Y; ~ N (u;, E”)

A standard esetben ennél tobbet is tudunk: mivel a siirliségfiiggvény szorzattd bomlik (hiszen

n 2
(2;)% P DL T, \/%e_%r?), igy az X; koordinatak egyiittesen fiiggetlen, egydimenzios stan-

dard normélis eloszlastak. Vagyis a normaélis eloszlasnal teljestl az a szép tulajdonsag, ami a po-
linomialisnal vagy a Marshall-Olkin-eloszlasnal nem: a természetes tobbdimenzids altalanositas az
egydimenziés eloszlasok egyiittesen fiiggetlen példanyai, vektorba rendezve.

A normélis eloszlas tobb egyéb tulajdonsaga okdn is a ,til szép, hogy igaz legyen” dijas eloszlas
els6 szamu jeloltje; ezeket a tulajdonsidgokat a kovetkezé allitasban foglaljuk Gssze:

Kovetkezmény. Legyen (Y1,Ys) ~ N(u,X) kétdimenzids normdlis eloszldst valdszindségi vektorvdl-
tozé. Ekkor -

(1) tetszdleges c1,co € R esetén, c1Y1 + coYa egydimenzids normdlis eloszldsi, vagy konstans,

(2) ha corr(Y1,Y2) =0, akkor Y1 és Ys figgetlenek,

(8) azE(Ys | Y1) regresszid megegyezik az Ya-nek az Yi-re vett linedris regresszidjdval, azaz

b b b
E(Y> | Y1) = 5Y1 + (ﬂz — EM)’ ahol p = (Z;) , = (Z c) )

Az eloszlas vizualizdcidéjarél még érdemes szét ejteni: hogyan is néz ki egy
normalis eloszlas siriiségfiiggvénye, példaul kétdimenzids esetben?

A standard esetben egy ,,domb” az orig6 kortil (ahogy egydimenzids esetben
is), ami forgdsszimmetrikus, azaz a szintvonalai korok. Nem standard esetben
a szintvonalak ellipszisek lesznek. Tehat a nem standard normalis eloszlas nem
feltétleniil forgdsszimmetrikus, de tovabbra is tengelyesen szimmetrikus az ellip-
szis(ek) fétengelyeire. Tekintsiik az egyik ilyen ellipszist.

Az egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy u = 0, vagyis az ellipszis kozép-
pontja az origd. Az ellipszis fétengelyei egymasra merdlegesek, igy 1étezik olyan
U € R?*2 ortogonalis transzforméacié, ami a fétengelyeket atviszi a koordina-
tatengelyekbe. Kiszdmolhatd, hogy ekkor U - Y ~ N(0,D), ahol D diagonalis
métrix. A kovetkezmény méasodik pontja szerint ekkor U - Y két koordindta-
ja fiiggetlen. Osszefoglalva, megfelelé koordinata-rendszert valasztva minden
normalis eloszlas fiiggetlen, egydimenzids, normalis eloszlast valosziniiségi val-
tozdkbol All.

A diagonalizalassal kapott fiiggetlen valdsziniiségi valtozok szérasai impli-
cit moédon kordbban is megjelentek a normaélis eloszlas felirdasaban: ha D =

no 2

diag(c, 03), akkor a sfirfiségfiiggvényben megjelend det(X)? éppen o103, azaz i
a szorasok szorzata. A kovarianciamétrix determindnsa nem valtozik ortogona-
lis transzformacié alkalmazdsa esetén, igy mindegy, hogy az eredeti Y vagy a
transzformalt U - Y kovarianciaméatrixardl beszéliink. Vizudlisabban, ez méri az . SN

. . . = , . . , ) , , , nem-standard normalis, felulnézet
ellipszis teriiletének az egységkor teriiletéhez viszonyitott ardnyat.

Tobbdimenzios eloszlasok esetén a (teljes) variancia mérésére a kovariancia-
matrix determinansa mellett a Tr(E) nyoma is haszndlatos mennyiség. A diagonalizalt valtozd szé-

rasaival kifejezve Tr (;) = 0f + 03. Szemléletesen, ez az Y-nak a p-tél valé eltérésének az atlagos

hossznégyzetét méri.
A tobbdimenziés normaélis eloszlas tovabbi mélységeiért lasd:

e J.K. Patel, C.B. Read, Handbook of the Normal Distribution, CRC Press, 1982.
e Y.L. Tong, The Multivariate Normal Distribution, Springer, 1990.
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